CAPITOLO

1

Listen to it

A polynomial A is divisible
by a polynomial B, that is
different from zero, if there
exists a polynomial Q such
that A equals B times Q.

» Spiega perché a®+a+ 1
non & divisibile per &%

DIVISIONE

FRA POLINOMI

E SCOMPOSIZIONE
IN FATTORI

K Divisione fra polinomi

Nell'insieme dei numeri naturali la divisione ¢ possibile se il dividendo & un mul-
tiplo del divisore; si dice allora che il dividendo ¢ divisibile per il divisore.

6 ¢ divisibile per 3 perché 3 - 2 da come prodotto 6. Procediamo in modo analogo
per i polinomi.

DEFINIZIONE
Un polinomio A ¢ divisibile per un polinomio B se esiste un polinomio Q che,
moltiplicato per B, da come prodotto A.

A:B=Q - B-Q=A.

A ¢ il dividendo, B il divisore, Q il quoziente.

ESEMPIO
A=2x"7+4x%—6x>+ 8x*— 3x + 4 & divisibile per B = 2x* + 1.
Infatti, esiste il polinomio Q = x° — 3x + 4 tale che

Cx?+1)(x°—3x+4)=2x"—6x>+8x>+x°—3x + 4.

Il grado del polinomio quoziente

Sappiamo che il grado di B - Q & la somma del grado di B e del grado di Q: dunque,
poiché B- Q= A, se A ¢ di grado n e B e di grado p, il grado di Q deve essere n — p,
connz=p.

Nell'esempio precedente, A ¢ di grado 7, B di grado 2, Q di gradp 7 — 2 = 5.
B Se il divisore & un monomio |» Eserciziap. 13

DEFINIZIONE
Un polinomio ¢ divisibile per un monomio non nullo se ogni suo termine &
divisibile per tale monomio.

Quando un polinomio ¢ divisibile per un monomio, il quoziente ¢ il polinomio che
otteniamo applicando la proprieta distributiva della divisione rispetto all'addizio-
ne: dividiamo ciascun termine del polinomio per il monomio.
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ESEMPIO <
5 _ » Calcola: g
54— 6a?): 2a> = 5a%:2a% —6a*:2a* = 5a'=3a®: (& = 56T
( ) 2 (Law2+yazb-5b):ib. B
M Se il divisore & un polinomio |» Eserciziap. 14 il g
Analogamente a quanto succede nell'insieme dei numeri naturali, possiamo ese- 2|3
guire la divisione fra due polinomi anche se uno non & divisibile per I'altro. 14=3-4+2
Dati due polinomi A e B in una sola variabile, con il grado di B minore o uguale dividendo

al grado di A, si puo dithostrare che & sempre possibile ottenere due polinomi Q

/ -
A | B— divisore
R|Q

A=B-Q+R, | /

e R tali che:
resto quoziente
dove Q ¢ il polinomio quoziente e R il polinomio resto.
APPROFONDIMENTO
1l grado di Q ¢ la differenza fra il grado di A e il grado di B; il grado di R & minore La divisione in

colonna La regola per
la divisione in colonna
di polinomi € una gene-
ralizzazione di quella fra
numeri naturali.

del grado di B.
Nel caso particolare in cui R =0, siha A = B Q, ossia A & divisibile per B.

Vediamo con un esempio la tecnica per eseguire la divisione tra due polinomi.

» Fai vedere I'analogia
fra i due procedimen-
ticon 865:41e
(Bx2+6x+5):(4x+1).

ESEMPIO

Dividiamo A = 13x? + 6x* + 6 + 5x per B=2 — x + 3x°.

Per eseguire la divisione, ordiniamo A e B secondo le potenze decrescenti della
variabile: (6x3 + 13x%+ 5x + 6) : (3x>—x +2).

I:I La risposta

A B
_f-—_”‘_—-\ (rm—
63+ 13 +5x+6 [3x*-x+2 63+ 13 +5x +6 |3 -x+2 | 6x3 + 132 +5x +6 |3x-x+2
2:( —-6x3 + 2x* - 4x 2x L —Bx3 + 2% - 4x 2x
I —— | "
Q, Lig B _ 15%* + x+6
1 —————
R1
a. Dividiamo 6x° per 3x* e scriviamo b. Moltiplichiamo 2x per B e | ¢. Sommiamo in colonna i termini,
il guoziente parziale Q, = 2x. scriviamo con il segno cambiato | ottenendo un primo resto
i risultati incolonnati, rispetto al | parziale, R,.
grado, con i termini di A.
63+ 13x* +5x+6 [3x*—x+2 63 +13x +5x + 6 |3 —x+2 63+ 13 +5x + 6 3% —x+2
—-6x + 2% -4x 2x +5 -6 + 2% - 4x 2x +5 Co—6xd+ 22 - 4x 2x +5
\ | { N’
" 15x*+ x+6 Q, " 15%°+ x+ 6 ; e 15+ x+ 6| Q
-15% +5x - 10 : -15x* +5x - 10
—_— | G
= Q2 - B § 6x - 4
R
d. Ripetiamo il procedimento e. Moltiplichiamo 5 per B e scriviamo | f. Sommiamo in colonna i termini.
considerando R,. Dividiamo 15x? i prodotti, con il segno cambiato, | Il grado di R = 6x - 4 & minore del
per 3x?, ottenendo Q,=5. in colonna sotto R,. . grado di B: la divisione & terminata.
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Verifica
Dobbiamo verificare che A = B- Q + R. Calcoliamo:

B-Q+R=03x>—x+2)2x+5)+(6x—4) =
6x3+ 15x%2—2x2—5x+4x+ 10+ 6x—4 =
6x+ 13x2+ 5x + 6.

» Determina quoziente e
resto di

(a®+2a):(2+a)
tenendo conto che il
dividendo non & un poli-
nomio completo: nello
schema devi scriverlo
con spazi vuoti per le
potenze mancanti.
Esegui poi la verifica.

11 risultato ottenuto coincide con il dividendo:

A=6x*+13x2+5x+6.

D Animazione

B3 Regola di Ruffini s pendrci

procedimento rapido, detto regola di Ruffini.

ESEMPIO

Eseguiamo la divisione (— 10x — 9 + 3x?) : (x — 4).

La regola di Ruffini

Scriviamo i polinomi in ordine decrescente rispetto alle potenze della x:
(3x2—10x—9): (x — 4).

La figura illustra come si applica la regola di Ruffini.

termine | opposto

coefficienti noto del | del termine
del dividendo dividendo | noto del divisore |
e \ 1
+3 -10°| -9 | +3 -10 | -9 +3 -10 | -9

4 4 +® +12
3 - |3 I

a. Scriviamo su una riga, nell’ordine, i | b. A sinistra della prima linea verticale, c. Moltiplichiamo +3 per +4 e
coefficienti dei termini del polinomio | sulla seconda riga, scriviamo +4, ossia | scriviamo il risultato nella colonna
dividendo, +3 e - 10, e il termine | I'opposto del termine noto del successiva a + 3, ossia sotto —- 10.
noto - 9. Tracciamo due linee verticali,| pelinomio divisore x — 4. Abbassiamo

una a sinistra del primo coefficiente e | + 3, ossia il primo coefficiente

una fra I'ultimo e il termine noto. | del dividendo: esso & anche il primo

Lasciamo una riga vuota e tracciamo | coefficiente del quoziente.

una linea orizzontale. !

: J f“‘
+3 -10 | -9 +3 -10 | -9 | +3 -10 | -9
+4 312 v 412 [Y48 +4 +12 | 48
[ - = !
| +3 S 2 ’ f ' F3UTHE BTt | | +3 +2 | -1
| > "y \
coefficenti resto
: del quoziente
d. Sommiamo - 10 e + 12 e scriviamo | e. Ripetiamo il procedimento, | f. Sommiamo -8 & = 8 & scriviamo
il risultato nella stessa colonna, sotto | moltiplicando +2 per + 4 e scrivendo | il risultato nellz stessa colonna, sotto
la linea orizzontale. + 2 & il secondo | il risultato nella colonna a destra | la linea orizzontzle -1 & il resto.

coefficiente del quoziente. di + 2, sopra la riga orizzontale.

4

Quando il polinomio divisore ¢ un binomio del tipo x — a, dove a & un numero
reale qualunque, per determinare il quoziente Q e il resto R possiamo utilizzare un
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Scrittura del quoziente

I coefficienti del polinomio quoziente sono 3 e 2. Tenendo conto che il dividen-
do ha grado 2 e il divisore ha grado 1, il quoziente deve avere grado 1. Quindi

possiamo scrivere:
Q=3x+2; R=-1

Verifica

Per verificare che il risultato & esatto, controlliamoche A=B-Q+ R:

3x2—10x— 9= (x—4)(3x+2) + (— 1).

In generale, dividendo ungpolinomio A(x) di grado n per il binomio x — a, di pri-

mo grado, otteniamo per quoziente un polinomio Q(x) di grado n — 1.

Se il divisore e del tipo x + a, osserviamo che: x +a =x — (— a).

ESEMPIO

(Bx2+2x—3):(x+2)=(8x2+2x—3): [x — (—2)].

Si puo dunque applicare la regola di Ruffini.

Nella tabella che abbiamo usato nella divisione della pagina precedente abbiamo

scritto in riga i coefficienti del dividendo 3x? — 10x — 9, cioé 3, — 10 e — 9.

Se il polinomio dividendo fosse stato incompleto, al posto di ogni coefficiente
mancante avremmo dovuto inserire uno 0. Per esempio, per il polinomio dividen-

do 2x* — x? — 1, i coefficienti da disporre in riga sono: 2,0, — 1,0, — 1.

H Teorema del resto e teorema

di Ruffini

Teorema del resto

Consideriamo ancora la divisione gia esaminata

(3x2—=10x—9): (x — 4),

che ha quoziente 3x + 2 e resto — 1.

Calcoliamo il valore che assume il polinomio dividendo 3x? — 10x — 9 per x = 4,

|> Esercizi a p. 23

cioe per x uguale all'opposto del termine noto del divisore:

3(4-10-4-9=—-1.

Il resto della divisione coincide con il valore assunto dal polinomio per x = 4.

In generale, vale il seguente teorema.

TEOREMA
Teorema del resto

Nella divisione tra polinomi A(x) : (x — a), il resto & dato dal valore che assume
A(x) quando alla variabile x si sostituisce il valore a:

R = A(a).

» Esegui con la regola di
Ruffini

1
(§x5—x3—2x"'—6) :(x=3).

D Animazione

[ ] video

L'economia della regola
di Ruffini La regola di
Ruffini sintetizza il procedi-
mento visto nel paragrafo
precedente.

Esegui la divisione
(8x*—9x3+2x2—-10):(x—3)
con i due metodi che
CONOSCi.

Confrontali e, in particolare,
individua nei due schemi gli
stessi coefficienti.
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» Calcola il resto senza
eseguire le divisioni:
(b®+3b%—6):(b—1);
(x2—4x+9):(x+3).

» Fai un esempio di poli-
nomio di quarto grado
divisibile sia per x + 1 sia
per x—3.

Verifica la divisibilta
mediante il teorema di
Ruffini.

DIMOSTRAZIONE
Se la divisione A(x) : (x — a), ha quoziente Q(x) e resto R, possiamo scrivere:

Alx)=(x—a)Q(x) + R.
Sostituendo a x il valore a, otteniamo:
Ala) = (a—a)Q(a) + R.
Essendo a —a =0, il prodotto (a — a)Q(a) si annulla, quindi:
A(a)=R.
Se il divisore & x — 3, il valore di a da sostituire a x & 3;%e il divisore & x + 2, allora
a=—2.

ESEMPIO
Calcoliamo il resto della divisione

(—x*+3x2—5): (x+2).
Poiché x + 2 = x — (— 2), abbiamo che R = A(— 2):
R=—(-2)*+3(-2)t-5=-9,

Teorema di Ruffini

Esaminiamo il seguente ragionamento.

Se il polinomio A(x) =x?+ 2x2— 13x+ 10 & divisibile per x + 5, allora la divi-
sione (x®+ 2x? — 13x + 10) : (x + 5) da resto 0; quindi, per il teorema del resto,
A(=5)=0.

Il ragionamento ¢ invertibile.

Dato il polinomio A(x) = x*+ 2x? — 13x + 10, se A(—5) =0, allora la divisione
(x* +2x2—=13x+4 10) : (x + 5) da resto 0, per il teorema del resto; quindi il poli-
nomio x* + 2x? — 13x + 10 ¢ divisibile per x + 5.

In generale, vale il seguente teorema.

TEOREMA

Teorema di Ruffini

Un polinomio A(x) ¢ divisibile per A(x)

un binomio x — a se e soltanto se §dndibie Ao =0
perx-a

Afa) e ugualea 0.

ESEMPIO
Il polinomio

Ax)=2x*+x2—5x+2
¢ divisibile sia per x — 1 sia per x + 2; infatti:

A)=2+1-5+2=0;
A(=2)=2(—8)4+4—-5(-2)+2=—16+4+10+2=0.
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¥

TEORIA |

Y Scomposizione in fattori
Scomporre in fattori un polinomio significa scriverlo come prodotto di polinomi
di grado inferiore.

ESEMPIO
xt—1=(x2—1)(x2+1).

(x?— 1) puo essere ancora scomposto in (x + 1)(x — 1). Quindi:
xf—1=(x+1)x — D(x2+1).

Invece, x* + 1 non & scomponibile. Verificalo con il teorema di Ruffini.

DEFINIZIONE
Un polinomio ¢ riducibile quando puo essere scomposto nel prodotto di po-
linomi, tutti di grado minore.

Un polinomio non riducibile si chiama irriducibile.

» Spiega perché x—5 &
irriducibile. (Suggerimen-
to. Ragiona per assurdo:
se fosse scomponibile, i
fattori dovrebbero essere
di grado..., cioé dei...)

ESEMPIO
x%—2x + 1 & riducibile. Infatti:

2

x1=2x+1=(x—-1Dx—-1)=x—1)

Sono irriducibili i polinomi: x2 + 25, x +4,2x* + 5.

|| Raccoglimento totale |> Esercizi a p. 24

Esaminiamo un metodo di scomposizione basato sulla proprieta distributiva della
moltiplicazione rispetto all’addizione.

Se in tutti i termini di un polinomio & contenuto uno stesso fattore, lo mettiamo
in evidenza con un raccoglimento totale a fattore comune.

ESEMPIO
Scomponiamo 4a° — 8a° + 2a*.

» Scomponi in fattori
mediante raccoglimento
totale.

G-
» 3x(x+y)—B(x+yF.

1l fattore comune a tutti i termini & 2a*.
4a°—8a’> + 2a* = 2a*-2a*—4a- 2a'+2a' = 2a*(2a*—4a+1)

Scomponiamo 5(x +2)— x*(x + 2).
5 (x+2) =% (35_4”2) = (x +2) (5 —x2).

B Raccoglimento parziale |» Esercizi a p. 26

Nel raccoglimento parziale, prima si raccolgono fattori comuni soltanto a parti
del polinomio, poi si raccoglie un fattore comune alle diverse parti. » Scomponi in fattori tra-
mite raccoglimento par-

ziale.
e a’x+8a%+x+8;

ESEMPIO
x4+ 3xy + 2x + 6y = x(x + 3y) + 2x+3y) = (x+3y) (x + 2).

& xy+3x+bx+y2+3y +by;

1l metodo che abbiamo applicato percorre in verso contrario i passaggi che utiliz- = B(a = %_ b)2 R % b.

ziamo nella moltiplicazione di due polinomi.
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Scomposizione in fattori
del trinomio speciale
Guarda nel video come
scomporre in fattori i
seguenti polinomi:
x*+x-12;

2x?—x—10.

» Scomponi in fattori:
x2—x—56;
a?+9a+20.

» Scomponi in fattori:

a. %x2w10xy+4y2;

b. %a“+4a2b2+1ﬁb“;

c. —9x%+6x—1;

d. (a-bf+4x2+4x(a—b).

I___I Animazione
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. M Trinomio speciale

:

Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

II- Esercizi a p. 26

Un trinomio di secondo grado del tipo x2 + sx + p € scomponibile nel prodotto
(x+a)x+b)ses=a +bep=ab:

x*+(a+b)x+ab=(x+a)(x+b).

ESEMPIO

Scomponiamo in fattori y*+ 2y — 15.

Cerchiamo due numeri che abbiano prodotto — 15 e somma + 2.
Tutte le coppie di numeri interi che hanno prodotto — 15 sono:

—15=(=5):(+3) = (+5)(-3) = (= 15)-(+ 1) = (+ 15) (= 1).
L'unica coppia che ha somma + 2 & (+ 5) e (= 3). Quindi:
Y+ 2y—15=(y+ 5)(y— 3).

B Scomposizioni con prodotti notevoli [> Esercizi a p. 28

Ognuna delle seguenti uguaglianze si verifica calcolando il prodotto che si trova
nel secondo membro e fornisce una regola di scomposizione in fattori.

A*—B*= (A + B)(A - B);

A’+2AB+ B*= (A + B)%
A1+BZ+Cz+2AB+2AC+2BC=(A+B+C)2;
A’+3A’B+3AB*+ B’ = (A + B)*;

A’—B*= (A — B)(A*+ AB + BY);

A+ B*= (A +B)(A>— AB + B?).

ESEMPIO
25a% — b® = (5a) — (b%) = (5a + b*)(5a — b,
9x* —6x%y +y2 = (3x2)? — 2 - 3x2 ¥y +yr=3x2-y)
a’—1=a*-P=(a-1)a’+a+1).

» Scomponi in fattori.
a. 8a®+12a%+6a%+1; b. x*—9x2+27x-27.

Animazione

» Scomponi in fattori.

a. 36a%y*—48ay®+ 16y2; b. 81x4—z*

B Scomposizione con il metodo di Ruffini

Il- Esercizi a p. 32

Il teorema di Ruffini permette spesso di scomporre in fattori un polinomio. Con-
sideriamo un polinomio A(x). Sappiamo che, se A(a)= 0, allora il polinomio &
divisibile per x — a.

Eseguendo la divisione A(x) : (x — a), otteniamo il polinomio quoziente Q(x) e,
poiché il resto ¢ zero, scriviamo A(x) come prodotto di due fattori:

A(x) = (x — a) Q(x).
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ESEMPIO MATEMATICA E STORIA E
A(x)= 2x—5x24+5x—6 1729 Salire su un taxi numero 1729 8
lascerebbe indifferenti la maggior parte =
ha valore 0 per x = 2, cioé 2 & uno zero di 4, delle persone. Ma per il matematico
indiano Srinivasa Ramanujan un episodio
A(2)=2-8-5-4+5:2—6=0, apparentemente banale fu I'occasione di

una celebre scoperta...

quindi A(x) é divisibile per x — 2.
Calcoliamo il quoziente applicando la regola di Ruffini.
225 6 (=6
2 4 —2F 6
2—1 3[0. S Q=0 -x+3.

(2x3—5x24+5x —6): (x —2)=2x’—x +3.
Quindi: 2x* — 5x2+5x —6=(x —2)(2x* —x + 3).

Dungue, se troviamo uno zero @ di un polinomio A(x), cioe un v Che-cosa ha dl ‘spéciaié uh numero
valore a tale che A(a) = 0, sappiamo anche scomporre il polinomio cosi?

di partenza nel prodotto di due fattori.

Ma come trovare gli zeri di un polinomio? Per farlo puo essere utile
considerare la seguente regola.

D La risposta

Zeri interi di un polinomio
Se un numero intero annulla un polinomio a coefficienti interi, allora esso &
divisore del termine noto.

Dalla regola possiamo dedurre un metodo per la ricerca degli zeri interi di un
polinomio: se esistono, essi sono fra i divisori del termine noto.

ESEMPIO
Datoil polinomio A (x) = 5x2 — x — 4,idivisoridi — 4sono:1,2,4,— 1,— 2, — 4.
Sostituendo a x il valore 1, otteniamo

A(l)=5-1—-4=0, » Scomponi in fattori

con il metodo di Ruffini.

quindi 1 & uno zero di A(x), percio il polinomio ¢é divisibile per x — 1. 3x3_ Ax?_Gx+2

Calcoliamo il quoziente applicando la regola di Ruffini. { [} Animazione

[] video

Scomposizione mediante
il teorema di Ruffini Guar-
da nel video come scompor-
re in fattori con il metodo di
Ruffini il polinomio

~

— Q(x)=5x+4.

Otteniamo: 5x% — x — 4 = (x — 1)(5x + 4).

Pit1 in generale si ha la seguente regola. x3—6x%+3x +10.

Zeri razionali di un polinomio
Tutti gli zeri razionali di un polinomio a coefficienti interi sono tra le frazio-

s m a 6 S 3 t- .
ni j:?, dove m @ divisore del termine noto e n & divisore del coefficiente

del termine di grado massimo.
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Nell'esempio precedente le frazioni da considerare sono:

2 .4
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B MCD e mcm di polinomi | eserciiap.ss
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. DEFINIZIONE

' Il massimo comune divisore (MCD) di due o pit: polinomi & il polinomio di
i grado massimo che & divisore di tutti i polinomi dati. ~
' 1l minimo comune multiplo (mcm) di due o pitl polinomi ¢ il polinomio di
i grado minimo che & divisibile per tutti i polinomi dati.
!
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Per calcolare il massimo comune divisore e il minimo comune multiplo fra polino-
mi, utilizziamo il procedimento gia illustrato per i numeri naturali e per i monomi.
Come prima cosa bisogna scomporre i polinomi in fattori irriducibili, raccoglien-
do anche gli eventuali coefficienti numerici in comune.

Calcolo del MCD

I1 MCD fra due o piti polinomi ¢ il prodotto dei loro fattori irriducibili comuni,
presi una sola volta, con I'esponente minore.

ESEMPIO
Determiniamo il MCD di x%y — xy, x%y — y, x*y = 3x%y + 3xy — y.
Scomponiamo in fattori:

X%y — xy =xp(x — 1);

xly—y=p(x? = 1) =yx+ 1)(x— 1);

x’y—3x%y + 3xy —y=y(x*> — 3x2 + 3x— 1) = y(x — 1)°.

Mettiamo in colonna.
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x ¥y x=—1
» Calcola MCD e mcm di
x2+2x—3, y 1 x+1
2x3+ 12x2 + 18x, W
x*+8x2—x—3. J (=1
"""""""""""" ! I fattori comuni sono y e (x — 1). Prendiamo (x — 1) con I'esponente minore:
[ ] Animazione

MCD = y(x — 1).
Calcolo del mcm 7

Il mem fra due o piu polinomi ¢ il prodotto dei loro fattori irriducibili comuni e
non comuni, presi una sola volta, con I'esponente maggiore.

ESEMPIO
Determiniamo il mcm dei polinomi dell’esempio precedente.

(] video

Dopo avere incolonnato i fattori,
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MCD e mcm di polinomi X y x—1

Determina MCD e mcm dei scegliamo quelli comuni e non co-

seguenti polinomi: muni, ciascuno preso con l'espo- ¥ £l et ]
AxE =4, nente maggiore. y (x— 1)
6x3+12x2 + 6x;

e By mcm = xy(x — 1)%(x + 1).
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IN SINTESI

Divisione fra polinomi e scomposizione
in fattori

B Divisione fra polinomi

In sintesi E

1

TEORIA |

M e Un polinomio ¢ divisibile per un monomio se lo sono tutti i suoi termini. In tal caso il quoziente si
ottiene dividéndo ogni termine per il monomio.

EsEMPIO: (6x*+ 3x° — 4x?): 2x% = 3x2 + %x - 2.

P o Nella divisione fra due polinomi, A : B, se Q & il polinomio quoziente e R il polinomio resto, allora:
A=B-Q+R
eseMpPio: (3x2—x—1):(x+2).

3x —x—1=(x+2)(3x—7) + 13.
— / \ \
A B Q R

e Un polinomio A ¢ divisibile per un polinomio B se e solose R=0,0ssia A:B=Q~A=B"Q.

B Regola di Ruffini

Se il divisore di un polinomio & un binomio del tipo x — a, possiamo utilizzare la regola di Ruffini.
Se il divisore & del tipo x + a, possiamo scriverlo nella forma x — (— a) e applicare la stessa regola.

EseMPIO: (3x2— 10x —9): (x — 4).

opposto del termine  coefficienti termine noto
noto del divisore del dividendo del dividendo
+3 -10 | -9 | +3 -10 |-9
+4| | +12 +4| C— +12 |+8
‘ == 9+8=-1
/ l+3 /2| |+3 "*-r+2|1/
i 4 i : e e
{/F“\X A \ { coefficienti resto
C) =10 +12=+2 | del quoziente
a M ™ 'b F_

B Teorema del resto e teorema di Ruffini

e Teorema del resto. Il resto della divisione di e Teorema di Ruffini. Un polinomio A(x) &
un polinomio A(x) per un binomio x — a & divisibile per un binomio x — a se e soltanto se
A(a). Ala)=0.

A(x) X—a
e,
(x3+7x2+ X -2):(x+3) a=-3 ¥ =3x-10 5
- ; & divisibile per x - 5 =3 W=10=0
A3 =[-3"+7(9"+ (-39 -2] =-27+63-3-2=31

R=31




Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

B Scomposizione in fattori

C

Scomporre un polinomio in fattori significa scriverlo come prodotto di polinomi. Se un polinomio si pu
scomporre, diciamo che & riducibile. Altrimenti & irriducibile.

Abbiamo esaminato i seguenti metodi di scomposizione.

« Il raccoglimento totale.
ESEMPIO: 3@’ + 6a = 3a(a + 2).

+ Il raccoglimento parziale.
ESEMPIO: 3a+3b+a’+ab=3(a+b)+ala+b)=3+a)(a+b).

« La scomposizione riconducibile a prodotti notevoli:
- differenza di due quadrati: a> — b*> = (a + b) (a — b);
- quadrato di un binomio: a> + 2ab + b>*= (a + b)%;
- quadrato di un trinomio: a2 + b% + ¢% + 2ab + 2ac + 2bc=(a + b+ 0)%
~ cubo di un binomio: a*® + 3a%b + 3ab*+ b*> = (a + b)3;
- somma o differenza di due cubi:
a*+b*=(a+b)(a®>—ab+b*;a>— b*>=(a— b)(a®+ ab + b?).

-

ESEMPIO: 9 — a®= (3 + a)(3 —a). '
9—6a+a’=(3—a)
27 +a*=(3+a)(9—3a+a?).
» La scomposizione di particolari trinomi di secondo grado: ,

X2+ sx+p=(x+x)(x+x;), cons=x +x,p=2x " x,.
ESEMPIO: @ —6a+ 8= (a—4)(a—2).
» La scomposizione mediante il teorema e la regola di Ruffini.
EsEMPIO: Scomponiamo P(a) =3a’+a— 2.
Cerchiamo gli zeri del polinomio fra i divisori del termine noto, ossia+ 1, — 1, + 2, — 2, e fra le
frasiont o = ot
T30 <3
P(1)=3(1*+1-2=2+#0;
P-1)=3(—1)2+(-1)—-2=0.
— 1 & uno zero di P(a), quindi P(a) & divisibile per a + 1.

3 +1|-2
-1]  -3|+2
|3 ~2] o

3a — 2 ¢ il quoziente della divisione, quindi: 3a* +a—2=(a+ 1)(3a — 2).

B MCD e mcm di polinomi

12

Per la ricerca del MCD e del mem fra polinomi, questi devono essere scomposti in fattori irriducibili.

Il MCD fra due o pilt polinomi & il prodotto di tutti i fattori irriducibili comuni, presi una sola volta,
ciascuno con I'esponente minore.

Il mem ¢ il prodotto di tutti i fattori irriducibili, comuni e non comuni, presi una sola volta, ciascuno con
I'esponente maggiore.



Paragrafo 1. Divisione fra polinomi E

CAPITOLO 1 -
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ESERCIZI ;
BB Divisione fra polinomi
B Se il divisore & un monomio |» Teoria a p. 2
3
TEST
EB 1 polinomio 2a’x* — ax* + a*x? non & divisibile [l Quale delle seguenti divisioni non & possibile?
' . . 5 2 '
PEH uno solo dei s%uenjtljmonomL Quale? [A] (+ 2x):(3x) 0] (a*—a):3
x a’x?
6a*— 12a°+ 1):(6a’ B+x7):x0
2 [E] 5 ( l) (6a3)  [E] (x*+x°)
% 22Y flenh Lo
6] <4 [e] (2 x).( Zx)
[Ell rrEmnisuLlaTEORIA  Giulio: «Aiutami a eseguire questa divisione di un polinomio per un monomio:
- (Py*+ x*y* + 2xy?) : (= 2x%y?)». Teresa «Guarda che non ¢ possibile». Cosa ne pensi?
[ 4 | Eseguiamo, se & possibile, le seguenti divisioni:
a. (12x% — 3x°* + 2x%) : (2x%);  b. (5ab® + 3a’b® — 3a%) : (2a%b%).
a. La divisione (12x%y® — 3x%y* + 2x%) : (2x%y) & possibile, perché ogni termine del dividendo contiene le
variabili del divisore, con esponente maggiore o uguale.
Dividiamo per 2x”y ogni termine del polinomio dividendo:
12x%y 3 : (2x%y) = 6x* % 1 = 6x%y%
= 3x3y4 . (szy) = _%x.‘&klyat— 1 :_%xyS;
2x%y 1 (2x%y) = 1.
I risultato & quindi: (12x*y* — 3x°y* + 2x2y): (2x%y) = 6x7y* — %x)ﬂ +i 1
Verifica: (6x2y2 = %xy3+ 1)- (2x%y) = 12x*y° — 3x%y% + 22y,
quoziente divisore dividendo
b. La divisione (5ab* + 3a°b®> — 3a*) : (2a’h?) non ¢ possibile per due motivi:
® 5ab’ha grado rispetto ad @ minore di 2a*b%
e — 3a* ha grado rispetto a b minore di 2a”b? (il grado rispetto a b di — 3a*e0).
Esegui, se & possibile, le seguenti divisioni di un polinomio per un monomio e fai la verifica.
BB (204 - 12a% +6a%): (+2a?) [10a2 - 6a + 3]
80
a ‘
3 2 e e Pyl ) arias
g (x x+x).( 2x) [—2x%*+2x — 2]
.4 SML 3 23.__1_ I L - R R P
g (_a+ab 5ab+ab).( Sa) [ 5a® — 5a*b + S5ab?]
g (7at— 3x%y® + 5xp%) o~ 3%7) ’- 32 =y xy?
n (28— 4x°+ 3x* + x%): (— 2x%) [— £ XS+ 20— Sx ]j
eo 4 L L
13 -
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P; Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

m (Bxty’ + 12x%y? — 3x%) 1 (322y) [impossibi
B (v o) (- )
ﬁ (%0 + a'b* + 2-%): (202) :
B (2o o o) 3) = 3a-
COMPLETA

in ( —%—‘KE* ng_fﬂ_z_‘) 2(2)() =—x5+—§~x4+2x. ﬁ (16x6y4+‘._\_|’,‘w\)(_12;:9:%}(4)13—4;[2};2

o

q (8a°—2a° +40°): (thd) =—2a*+ Lo | R (5m®+40 22 2.0d): Byd) = m* + 2m2 — %
[ 1o} <~ (1)

Semplifica le seguenti espressioni.

ﬂ [(3x* +6x%):2x —x]:x "j.\'w-
BR (Gy— 10+ D02+ D+ 1): - 81}:(3y) l
20 {[(x“— 1P(x+ 1P — x5 — 1];(%:&)}:(%;&) [2x%° — 62

eC

(21 {[(a+b)3—(a—b)-"]:(sb)}:(—%) 228
BE (—2¢y+4x'y —x): (x4 ) = (x + ) - y) - 207] |- x+ 26y~ 4
EEN (620~ b)(2a+b) + b(b+ 4ab)]: (— 2ab) + 2(a + b))} : (L b) [d
%l [(2x + 1)2x — DE@x*+1) +1]: (- 2x)* +3x + y [x + 9
B (Gx-y)+y:(3) - (3x —y)? 2y — 3y
E';j [(2x%y — 4xy?)® — 8y3(— 2x9)*] : (— 2x2y)? [2x%y — 12xp* + 243
W Seildivisore & un polinomio |> Teoriaap.

Polinomi a coefficienti numerici

In una divisione tra polinomi il divisore & x — 4, il quoziente & x> — 6x + 2 e il resto & — 1.

*®  Qual ¢ il dividendo? [x* — 10x* + 26x — 9}
¥
Trova il polinomio dividendo di una divisione in cui il divisore & x* — 1, il quoziente & 2x* — x+1eilrestoe
80
k2, 2= —x? - 2x + 1

Il polinomio P(x) ¢ divisibile per 2x — x + 1 e il quoziente & — x* + 4x. Determina P(x).
[ 2+ x* + 7x° — 4x? + 4x]

Trova il polinomio dividendo di una divisione in cui il divisore & 2x+ 5, il quoziente — x* +x— leil resto
—3. ’ 2x°— 3x*+ 3x — H]

@ @
o o]

Eseguiamo la divisione (3x° + 4x* + 6x* + x) : (3x2 + 2).

Ordiniamo il polinomio dividendo: 6x* + 3x* + 4x2 + x.



Paragrafo 1. Divisione fra polinomi

Costruiamo lo schema della divisione e risolviamo:

e dividiamo 6x* (termine di grado piu alto del divisore) per 3x* scfiviaino D REEEMIR] mBHcans
(termine di grado piu alto del dividendo) e otteniamo 2x?, pri-
mo termine del quoziente;
e moltiplichiamo 222 per 3x?+ 2, cambiamo di segno e scrivia- ~ 6x'+3% + 4 + x +0 | 3 +2 §
mo il risultato, — 6x* — 4x%, in colonna con il dividendo; _6xt _ 42 2% + X
e sommiamo ottenendo il resto parziale 3x* + x; o =
e ripetiamo il procedimento, ottenendo + x come secondo ter- i A
mine del quoziente, che & anche I'ultimo perché il resto — x ha i s
grado minofe del grado del divisore. =
Il quoziente & 2x* + x; il resto & — x.
Esegui, quando & possibile, le seguenti divisioni fra polinomi.
Bl (' +3x2-4):(x*—-4) [Q =x*+7;R = 24]
a0
EEl (15a° —8a>—9a +2):(3a +2) [Q =5a*—6a +1;R=0]
80O
Bl (7a—-a*+2+a):(a*+2) [Q=—a+ 1;R =9a]
L Jel
Ea (8x3f4x+1):(x—i) [Q=8x>+4x — 2, R=0]
280 2
El (+2x—1):(x*—4) [Q= xR= 6x—1]
90
_l‘l LJ,_ ._1_2 = gl s B — 35y — 3
g ( Xt —x 3).(4x-+-x) [Q 2x+ 9x— 36; R = 35x — 3]
_L6_5 _7_4 ._L47 = 2 3h— 7R = b 3
@( b b+3b+7).( b 1) [Q= b*+ 3b— 7: R= b*+ 3b]
m (x*— 4x2+ 4): (2 + 4) [Q= x*— 8 R= 36]
L le}
a (2x°+ 3x°+ 6): (x> + 1) [ 22% 1; R = 5]
o
ﬂ (3x* — 52+ 4x+ 2): (x— 3) [Q = 3x*+ 4x+ 16; R = 50]
. :
m (x2—6x+3): (1 —x%) [impossibile]
®0
g(506+15a5+20+5a):(a+3) [Q =54+ 5;R =5]
®
q(16x5 8 +2x—1):(x*—1) [Q =16x2— 8 R = 16x> + 2x — 9]
o0
X
m (fy3+iy5—2):(3y3+2y) ‘Q= £)'— =:R= 4}'-2]
80 2 2 3 3
A (2a°-4a+a+2):(2a°+a—1) [Q:u—‘:;sz:)uf ll
) <~ < £
4 §_ Y2y [_.,. i :__l_U__5l
(a*+ 6a* — 4a 4a+l).( 3+a) Q=ad—4R= 6a 3u 3
Bl (- +1):(x*+1) [Q=x*—2x;R=2x+1]
80
N (°-3x*+5x°—2x*+6x—10): (x*—2) [Q=x*-3x+5R=0]
eC
ER (40> —3a+6a’—2):(1+2a) [Qz T G Y 1 ’
-~ 2974 4
Bl Gx'—2X+5x—1):(3x— 2x— 5+ x°) [impossibile |
L le]
Bl 4/ +3y+3y°-1):(p+y+1) [Q=3y*— 3p*+ 4y— ;R= 0
[ 1e]
Bl Gx'—1):(x*— x*—3) [Q=— 3x— 3; R'= 3x*— 9x— 10]
[ Je}

15
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Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

@ (t'+ 48 —

@ (2a° = 32— 12):(2a - a?)

ER - 1:x-1)

(? =5y +3y—6): (y*+ 1-2y)
E.;] (=3 +11y2 -9y -2): (3y2 -5y - 1)
Ea (%x“+~;~x2-2x—2):(x2—2)

°0

B (v-we )30

Bl 4+ 18-—3x):(—x+ %)

Bl 245 -4y'-18y2+ 15, 2). (6y — 1)

5):(1-¢)

®0

that p(x) = s(x)- q(x) + r(x).

Polinomi a coefficienti letterali

BN IEEXETEMN Eseguiamo la divisione (¥’ = 3ax’+ 5a°x — g

riabile la lettera x,

Osserviamo che il polinomio & gia ordinato rispetto a x. Mettiamo in colonna e risolviamo.

EEl  vouamarss Dividing polynomials Use q(x) = 2x+ 3 and p(x) = 2x2+ 3x— 5, Find s(x) and r(x) sud

%) :(x* — 2ax + a?), considerando come va-

[Q=—t-4R=1¢
[Q=—=2a-1;R= 24—
[Q=x'"+x*+ ¥+ x4 I; R =
Q=y -3 R=—4y
[Q=2-y,R =

[Q: j]l,t3+l;R=—

-

'Q = 12b% R=+

[Q=—4x’—-2x+2: R =1

[Q =4y - 3y+2: R=

(-ax?) : x2 | —a- (x2-2ax + a?) e cambiamo segno
X} —3ax? + 5a2 —a’ | x2-2ax + a2 . X} -3ax? + 5a?x - a’ | x2—2ax + a2 X*—3ax? + 5a2-a’ | x2-2ax+ a2
—3 2 a2 | w3 I 52 — . &l
X + 2ax a%x - J X3 + 2ax ax < | X3 + 2ax a’x R
- ax? +4a¥x - a? secor\1do - ax?+4a¥x - a? - ax?+4aXk-a3
termine + ax?-2a + al + ax?-2a + a?
del quoziente |
| 2a%x
Il quoziente & x — g; il resto & 242x.
Esegui le seguenti divisioni fra polinomi, considerando come variabile quella indicata a fianco.
B -30-2ab): (b+a), a [Q=a—3b;R=0)]
(] ¥
PR 5
6 AN 3 2 S ST T T
@ (x®=yp*): (3x +3y°), x Q 3(.\ ¥ )i R=10
(@0 + 226 — b+ 1):(a + b), a. [Q=bta®+ b'a—b%R=1]
e0

Bl ©-rtz+ 24+ 2):(22- 1), =z
e0

Bl GoxYy + 12197 + 5) : (6x +y) x
eo

(" = 2x% +xy?): (£ = 20y + ), x.
[ I}

(4b° — 20ab® — 9a%b + 45a%) : (b— 5a), b.
eC

o~

[Q=z+R= 5+ £
[Q =6xy+y%5 R=0]
[Q=xR=0]

[Q =4b>—-9a% R = (]



Paragrafo 2. Regola di Ruffini

i

(1552 + 4xy— 499 : (5x — 2y), «x [Q=3x+ 2pR= 0]

(— 2a*+ 4a* + a’b— 6ab+ 3b%):(3b— 24°), a. [Q=a*— 2a+ b; R= 0]
0

(2% — 9x?y + 13xy* — 6y7): (2x— 3y), xey. [Q=2y*—3xy+ x5 R= 0]
e0

(11a2b* — ab®+ 2ab — 3b%): (b* + 2ab), b. (Q=— 3b>+ 5ab+ a% R = 0]
[ Te]

(Lo si=a 0= L- 3o+ Jetr= Lo
eo X & - L L

Tl (3y° — 14ay? + Aa’y — 12a%): By —8a), . Q= y*= 2ay+ > akR= 28
A Y y i ¥ y 3 3

(a“b— %tsz =20+ 6ab2) 2 (%b— Za), a. ‘Q == i—a-‘b —3b45R=0
[ Je’ =

(6a* — 2a°b — 24a’b + 20ab* — 4b*) : (3a —b), a. (Q = 2a° — 8ab + 4b*; R= 0]
[ ls]

B (af - b°+a'h? —a’b'): (a* +2a°0 + bY), a. [Q=a’— b4 R=10]
e0

m (2x%y — 9%y + 8y + 2xy) : (xy — 4y), x. [Q=2x*—x—2;R=10]
®0

m (—b*—1+a*—2b):(a—1-b), a [Q=a+1+bR=0]
e®

(a>+ 3 @b - 4ab~ 30): 2a - 3b), @ Q=L1a+2ab+bER=0
ee “~

(x* — 4x3y + 5x2y? — 3xp> + 29Y) : (— 27 +x7), x [Q =x*—4xy + 7y% R =—1lxy* + 16y
Y Y 34 Y 34

EEl vest E dataladivisione: (5a° — 6a® — 3a + 4) : (ka + 4).
®° Per quale valore di k il quoziente ¢ a® — 2a + 17
[a] 2 =3 [c]o [o] 5 [e] -5
FAI UN ESEMPIO

EBl Scrivi un polinomio divisibile sia per a*— 1 che Scrivi un polinomio di quarto grado divisibile
S pera+3. ® " per 2%+ 1.

ALVoLo Il grado del resto di una divisione fra polinomi puo essere uguale o maggiore del grado del divisore?
®°  Fornisci un esempio.

~

E REgOIa di RUfﬁni > Teoriaap. 4

Divisore del tipo (x — a)

EEl test  In quale delle seguenti divisioni non si puo applicare la regola di Ruffini?
ki [A] 2*: (=) [o] (F—a)sizt 1)
[B] (x*—1):(2+x) (] (*+1):(1—x)
[e] (P +ax):(=xe21)

17
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Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

90 | Eseguiamo la divisione (2x% + 3x — 8) : (x + 2), applicando la regola di Ruffini.

termine

coefficienti noto del

del dividendo d:’videpdo
0 +3 -8

opposto del termine
noto del divisore

a. Costruiamo lo schema e abbassiamo il 2.

+ 3-8

l 2 0
-2‘ \ -4 + 8
l2 N-4 wm [
coeffivcienti

del quoziente
¢. Moltiplichiamo -4 per -2 e completiamo la terza

colonna: abbiamo trovato | coefficienti del quoziente., |

2 0 +3 -8
‘2‘ =iy
B

| b. Moltiplichiamo 2 per -2, scriviamo il risultato
| nella colonna a fianco di 2 e sommiamo.

2 0 + 3|-8
_;3! -4 4 8|-2
IR R G 2 ,-30 ]
\
{ resto

| d. Moltiplichiamo + 11 per -2, scriviamo il risultato
sotto — 8 e sommiamo: abbiamo trovato il resto.

I coefficienti del quoziente sono 2, —
di secondo grado. Q(x) = 2x? — 4x + 11;

4 e 11. Poiché il dividendo & di terzo

grado, il polinomio quoziente ¢
- 30.

Esegui le seguenti divisioni, applicando la regola di Ruffini,

(@*—a—12):(a - 4)

(2x3—9x+1):(x—3)

[ ] [
o] o

(B3x’ + x>~ 8x +4): (x +2)

L
Q

(B +b2— b +15): (b + 3)

@
e

(ys—y2+6y—4):(y+ 1)

L]
o

(6x*+ 2): (x— 3)

L]
o]

(' + 17x— 7 — 18): (x — 4)

(2a°= 30>~ 10a— 1):(a — 3)

(=x'+ 57— x4+ 1):(~ 1 + x)
(=3 +2° —x+2): (x - 1)

(C+xP—x' =2 (x— 1)

(@°>—10a —12): (a — 2)

° ® ° ® ° ] ©
o o o o o o] ~J

-
(o0

[Q=a+3;R={

~

[Q=2x*+6x +9; R =28

[Q=3_\'""5.\'+2;R:q

[Q=b6>-2b+5;R=
|

IQ - }_\"__JH+ ),_’_; 2},+ 3’ B= 12
[Q=6x"+ 18x+ 54: R = 164

s
[Q=x*—3x+5R=2

{Q 2a*+ 3ga— I: R = 74}

|

[Q=-x-x*+4x+ 3R = 4}

)

[0=2x —,\‘72;[220];

[Q=x*+x;R=0]

(Q =a'+2a® + 4a® + 84 +6;R=10]



Paragrafo 2. Regola di Ruffini E

B (2¢°—3a°—1):(a +3) [Q =2a>—9a +27; R =—82]
°0

N
(8]
Bl i 3ia L i m
B (- 200+ 9b2— 170+ 20): (b~ 9) Q=-2b+3b—5R=0| W
A 2 2 [
5 ads 3o SN - Wit = e S :l
[E.E (2x - gxt 4).(x+ 2) Q=24 =30+ ¥ —Fr+ i R=1

Divisore del tipo (ax — b)

106 | Eseguiamo la divisione (3x° — 2x*+ 2):(3x + 1) applicando la regola di Ruffini.

4
Dividiamo tutti i coefficienti del dividendo e del divisore per il coefficiente 3 con cui la x compare nel divi-
sore 3x + 1 e applichiamo la regola di Ruffini.

a2 Rk als
(x 3x+3)'("+3) 1—% 0 %
_1 eI S e = e Ere S
3 3 3 9 Q= am kg = g
Ll
it o

Sappiamo che A = B- Q + R; dividendo i due membri per 3, otteniamo: % = % Q+ %
Concludiamo che, se dividiamo dividendo e divisore per 3, il quoziente rimane lo stesso, mentre il resto
diventa % del resto iniziale. La divisione iniziale ha quindi Q = Q, e R= R;- 3:

LR e il B N e
Q=x x+3,R 93—3.

Esegui le seguenti divisioni applicando la regola di Ruffini.

(12x3 — 54x2 4+ 21x — 3) : (3x — 12) [Q=4x2—2x — ;R =—15]
@ (12y* + 36y* — 38y +42) : (2y + 8) [Q=6y>—6y+ 5 R=2]
@ (6a* —24a° + 24a® + 12a — 19) : (6a — 12) [Q=a®—-2a*+2;R=5]
@ (6b° + 30b* — 14b> — 4b* — 49 + 20b) : (2b + 10) [Q=3b*—2b*>+3b—5R=1]
[!n (5x* — 50x + 85x2 — 40x> + 3) : (5x — 25) [Q=x—3x+2x; R=13]
[E:E (Ba*+ a—2a2— 1):(3a+ 1) Q:a—‘fw-i;le:f—i

@ (8y°— 172+ 10y — 1):(8y —1) [Q=32=2y+1;R= 0]
@ (6b° — 34b*+ 52b— 18): (36— 5) [Q=2b"—8b+4;R=2]
@ (12x* + 153 + 20x2+ 13x — 5): (4x + 5) [Q= 3x*+ 5x— 3; R=10]
[Ea (5x6 — 2x5— 5x2+ 7x— 2):(5x — 2) [Q=x—x+ 1;R= 0]

TesT Indica qual ¢ il resto della divisione

80

1
(42— 22+ L): 20— ).
1 1 3 3
[a] & [e] -5 (€] == [o] 5 [e] O

19



e ———————————————— et et A ettt et

EE 2a®-3a2-1):(a +3)

0

104 (__g,g,ur 9b*— 17b+ 20): (b — 4)

[ Je]

105 | (215—4x3—%x+§—):(x+%)

Divisore del tipo (ax — b)

Paragrafo 2. Regola di Ruffini

[Q =2a"—9a +27; R =—82]

‘QZ*‘:IJ;%—B!J*S;R:(I'

oY)

Sk = (_]}

A
|
i |y
Sy o

106 | Eseguiamo la divisione (3x* — 2x*+ 2):(3x + 1) applicando la regola di Ruffini.

Dividiamo tutti i coefficienti del dividendo e del divisore per il coefficiente 3 con cui la x compare nel divi-

sore 3x + 1 e applichiamo la regola di Ruffini.

)2 ol iRy s
(» 3x+3)'("+3) 1—% 0 %
ol I S s M st b g e, i
3 3 3 9 ! 3¢ 9"
1 5.
Mok el g

Sappiamo che A = B Q + R; dividendo i due membri per 3, otteniamo: 4.2 % -Q+ ~‘;;

3

Concludiamo che, se dividiamo dividendo e divisore per 3, il quoziente rimane lo stesso, mentre il resto

diventa _;,_ del resto iniziale. La divisione iniziale ha quindiQ= Q,e R= R,-3:

= adeoe B p B a5
Q=x x+3,R—93~—3.

Esegui le seguenti divisioni applicando la regola di Ruffini.

(12x* — 54x2 4+ 21x — 3) : (3x — 12)

N =
o
o

(12y° + 36y% — 38y + 42) : (2y + 8)
y y Y 24

[ ]
(s}

(6a* — 24a’ + 24a* + 12— 19) : (6a — 12)

(6b° + 30b* — 14b* — 4b* — 49 + 20b) : (2b + 10)

L ]
O

L ]
C (s}

(5x* — 50x + 85x% — 40x* + 3) : (5x — 25)
(3a*+a—2a*—1):(3a+ 1)

(8= 17y2 + 10y — 1): (8y — 1

(6b° — 34b*+ 52b— 18): (3b— 5)
(12x*+ 15x° + 20x> + 13x— 5): (4x + 5)
(5x°— 2x°— 5x2 + 7x— 2): (5x — 2)

8 TEST Indica qual é il resto della divisione

ry o
° oyl o ® ° ® ©
o oy © o o o o

(4x2— 2x + %) 1(2x— 1).

& 3 -3 & -

o

[Q=4x"—2x —1; R =— 15]
[Q=6y>—6y+5 R=2]
[Q=a’—2a%+ 2; R=5]

[Q=3b*-2b2+3b—5R=1]
[Q=%"—3x+2x R=13]
Q=a*—a+ %;Rz— 2'
[Q=y*=2y+ 1; R = 0]
[Q=2b"-8b+4;R=2]
[Q=3x+ 5x—3;R = 10]

[Q=x—x+ 1;R=(]

19
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Es_— Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

Divisione fra polinomi a coefficienti letterali

EoERGIL]

118 | Eseguiamo la divisione (— 8a’x” + 3a°x — 3a*+ x*) : (x + 3a) considerando come variabi
le la lettera x.

Ordiniamo i polinomi rispetto alla x: (x* — 8a?x>+ 3ax — 3a?): (x + 3a).

Applichiamo la regola di Ruffini.
1 0 -8a +3a° | -3a
-3a -3a +9a> -3a°| 0 — Q= x’—3ax’+ a’x; R=—13a%.
J 1 -3a a’ 0 | -3qg°

Esegui le seguenti divisioni, applicando la regola di Ruffini e considerando come variabile la prima lettera ¢
compare al dividendo.

BBl (2 +2a%h — 4ab® — 8b%): (a + 2b) (Q=a’—4b3R=
L Je]

B (' + Py —9x%% +3xY) : (y + 3x) [Q=y*—3xy2+x*%R=
e0

RER] (2x*+52% +2x%2 + x +2y): (x +2y) [Q=2x*+x*y+ ;R =
L1}

(> — 8> — y2 + 2xp) : (y — 2x) [Q=y*+2xy —y +4x%;R=

e b ¥ 348 4 Yy — )

R (4 + 52y — 9xy2 — 12°): (x — ) [Q= 4x*+ 9xy; R=— 12
eo

BT (a°— 12a%b+ 10ab?— 3b%): (a— b) [Q= a*— 1lab— b% R =—4b
[ e}

BEE 9%y + 4x%y — 5x°+ y%): (x + 3y) [Q = 9x%y — 23xy* + 64y% R = — 1914
L Lo}

B8 x'-a*x'—3a*+ 1):(a+ 22 [Q==-3a+3x%a’— 4x'a+ 45 R=—4x* + 2x* + 1
®0 ‘

(éax" . %a?‘x2 + a5) ; (x— --;:a) [Q = 6ax’+ 2a*x*; R = 4
{ Jel

B (a®—3a%b* — 4a'b? + 12b°) : (a + 2b) [Q=a"—2a'b —3ab* + 6b% R=0
(1]

BE (- xp?+xly —y3 4242 — 2y (x+y) fQ=y2 + 20— y%— 2y R =20

Riepilogo: Divisione fra polinomi

EEl] verooraisor EEXN Scrivi un polinomio in a di quinto grédo divisi
[ Jo]

a. Il polinomio x* + x* non ¢ divisibile bile per a + 1.

per x®+ x. (v] [F]

b. x*— 1 divisibile per x> — 1. v] [F] @ Scrivi un polinomio in x di quarto grado c]Iivisibil(
Il quoziente di contemporaneamente per x+ 1 e per sz +2
(2a®+ 3a*— 2a):(a*+ 2)
82— a. [F] @ Serivi il dividendo della divisione per il binomic
d. Dividendo due polinomi si pud 2x — 1 il cui quoziente & 5x*— 2 e il cui rest(j ¢
ottenere come risultato 1. v] [F] % 10x° - 502 — 4x + %

e. Il quoziente di una divisione di polinomi
puo essere il polinomio nullo. [v] [F]

20



Riepilogo: Divisione fra polinomi E

EEX} est Nella divisione (4x>— 15x—2): (4x + 1) il quoziente & x — 4 e il resto & 2.

N
b 15 1 1 :
Nella divisione (x —~f g ?) : (x 1 I) il quoziente e il resto sono, rispettivamente: E
1 1 iy
[a] gx—1le5. [p] x—4 e
.—x~1e2 Ex%—iei
1732
[c]x—4e2
SRNNRE R LT et S b b S A SR e e ] REl
Esegui le seguenti divisioni applicando, quando & possibile, la regola di Ruffini.
EEE (-32+1t—1):(t+2) [Q=Ff—-2+t—LR=1]
L Lo}
EER (°+4x*+ X+ 6x):(—x*+2x— 1) [Q=—x"-6x:R = 12%¢%]
eC
Y (b —2b7+3): (b —2) (Q=0b>+2b*+2b+ 4R =11]
eO
EEEl (5x*—3x?+4x—2):(x—1) ' [Q=5x+2x +6; R = 4]
e
EEE] (*—3x+2):(x+2) [Q=x*—2x+1;R=0]
e0
R at:(a>—3a+2) (Q=a*+ 3a+ 7; R = 15a — 14]
e0
B -5°+2):0°+y) [Q=—5y+5R=—4y+2]
eO
A X' —13x>+4+19%): (x —4) [Q=2x*—5x — 1;R= 0]
e0
Dy ly B ALY 3 B i PP
@ (7a+ e T ).(a+2) [Q=7a*+3a+1;R= 0]
B (12a°+5a—2):(4a—1) [Q=3a+2;R=0]
eC
R @x’—2x2—3x+1):(x*—3x+ 1) [Q=4x+ 10; R = 23x— 9]
e0
H (@*+3a%+5a+2):(a*—a+1) [Q=a+ 4 R= 8a— 2]
eO
1.5 3 : oF, Je IRC T Ve s S
— x5 — 43+ 8x+ 2):(x— 2) Q= —x*+=x'—3x*—6x—4R=-6
' 4 b, 4 2
@ (4a“-+— 20° + 4a* + a+%):(a+%) IQ: 4’ + 2a°+ a+ ]2 R= {)[
BB (9x° —21x* — 27x+ 24): (3x + 6) [Q=3x*—6x’+5x2— 10x+ 11; R = — 42]
eC
LR e B e e I'ZL:L .ZL]
@ (3a+3a+2a 1).(a 1) Q= 3a*+5a+LR=7a
Bl k-5 —- K+ k+4):2k+ 1) [Q= k= 3k*+ k; R = 4]
eC
5 4 3 1 A L .l L . |
A (- 5x'+3x—2): (¥~ 5) IQﬁ\—anj T
®0 2 L L




Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

ESERCIZI

EEE (4p'—6y°—18y2—10): (2y —6)

®0
B (e yet-e 5o dom gy
At (aj_%bﬁ) ( _%bz) [variabile: a]

B «+xy2—xly —p): (-2

[variabile: y]

(a3+ %az— 3a’x+ ax®— %ax+ %xz):(aﬁ- %)

Semplifica le seguenti espressioni.

BB ((1+3%)2—5+ (x*— 8): (x— 2)]: (- 2%)

L Je]

BB [2r—3-50:t+ 1)+ 2(t+9)]:(t+ 5)

®
o

[((2K*+ 11k + 15):(k+ 3)+ 3— k}:(4— k)

e0

[6F+ D:r+ D= (P~ D: (= 1) - 4]: (- 2)

*?  P(x)B(x) = A(x), calcola P(1).

0

a+ 3,con a > 0. Trova la misura di AC.

G ax-7 F L'area del rettangolo
ne G AEFG & 4x*— 19x+ 21.
3 Determina il perimetro di
x ABCDEFG, sapendo che
A g 7 p—g il triangolo BCD ¢ equila-
tero. [13x — 20]
EEE Trova laltezza del D 4a+1 C
*°  trapezio ABCD, sa-
pendo che la sua
area misura
1 3
3 Tdotoy g 3
2a° + 6a°+ 3 a-+ 3 .
cona>1. " 4a’-4a

22

2+ (4x'+ x>+ 1657 — 4x — 2): (4x + 1) — 7x]: (x2 = 3)

Dati i polinomi A(x) = (¥’ = 1)(x+1) e B(x) = (x* = 1)(x*+x+ 1) e trovato il polinomio P(x) tale

Considera il polinomio A (x) = x*— 2x? e calcola |A(—a) — L (2a) + 6A(a)|: (2a%).
2

Dato il polinomio P(x) =+ x> — 3x, trova quoziente e resto della divisione [2P(k) + P(1 + k) + P(k?)]: (k — 2

[Q=2y*+3y%R=
=iy ) B L]
{Q— 5@ 2 a a 6
e e
’(‘) = gaT ab” + [I", R
[Q=—y>—x%R
= [Q=a*>—3ax + x* R
|— 5%
(k3
'+ v+ 2

48

Q=K +2k>+4k+1; R

In un triangolo ABC l'area e I'altezza BH relativa al lato AC misurano rispettivamente a*+ 4a® + 4a +

[2a*+ 2a H

MATEMATICA AL COMPUTER ]
Applichiamo Ruffini Con Wiris, cogtruiamo un blocco
che, letto il polinomio P(x) = 2x*+ kx* + 5x2— 7x + 3, con-
tenente il parametro k fra i suoi coefficienti, e assegnato

il valore a = % usa la regola di Ruffini per visualizzare i

coefficienti del polinomio quoziente P(x):(x—a) e I'even-
tuale resto.

D Problema e risoluzione - 3 esercizi in pil



Paragrafo 3. Teorema del resto e teorema di Ruffini

» Teoriaap.5

B Teorema del resto e teorema di Ruffini

ESERCIZI

Teorema del resto

EEE] verooraiso? Dato il polinomio P(x) = 2x* — 3x* + 8, allora:
eC

a. P(2)=12. [v] [F] c. il resto della divisione di P(x)
b. P(— 2) &il resto della divisione e L m IE
di P(x) per (x— 2). [v][F] d. 8 éil resto della divisione di P(x)
per x. (v] [F]

:
Troviamo il resto della divisione (— 20— %xl +3x— 1) s 2):

Consideriamo x + 2 = x — (— 2). Se chiamiamo P(x) il dividendo, il resto R ¢:

R=P(=2)=-2(=2’~ (= 2*+3(z2) - 1=+16-2-6-1=7.

Calcola il resto delle seguenti divisioni senza eseguirle.

(2x°—9x +1):(x —3)

o0

(i —a +3-2a"):(a —1)

®0

(5b° + 15b° + 20 + 5b) : (b + 3)
e0

(2x3* %x2+ 2x—%):(x— ]?)

(2a°+ 3a*—a—3):(a+ 3)
e0

B GK—5K+k—1):(k—2)
L Je]

2x*+ 3x+ D:(x+ 1)
e0
1
(Eys—y"—i— 2y—4):(y+ 2)

(96t5— 48+ %tl— s~ %)

e0

YOU & MATHS

°°  derof (ax®+ bx+¢):(x— 1) is 0.

[EE (23 —=5x +4):(x+1)
Iﬂl 2x*+xP—6x+1):(x—1)
@ (—x*+2x7—2):(x +2)
@y*+y* =y =20:(r=2)

@ (£14+%a3—%+ %—afZaz):(a+ 2)

Invent a quadratic Find possible values for 4, b, and ¢ in the polynomial ax’ + bx + ¢ such that the remain-

EEEd Whicharedivisors? Consider the polynomial P(x) = 4x* + 5x — 6. Which of the following polynomials are
®°  divisors of P(x)? .
a x+1 b. 4x-3 C &+ 2 d x-2
Determina il valore di a in modo che la divisione abbia il resto indicato a fianco.
(2 —ax—1):(x— 2), R=1, [a=1]
[ Je]
(C+axi+4x—1):(x— 1), =0, [a=-14]
e0
EEE] @ex’+x*—8x+a+1):(x+3), R=2. [a =122}
90
EE] test Ladivisione (x> +x —a®—1): (x — a) ha resto 0 se a ¢ uguale a:
90
[a] 1. -1 [c] 0. [p] 2. [e] -2

23



ESERCIZI

Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

B P ————

Teorema di Ruffini

EEEl 7est Per quale dei seguenti binomi ¢ divisibile il polinomio 2x® + x? — 5x + 2?
e0
[a] 2x+1 [B] 3x+2 [e] x+2 [p] x+1 [E] x—2

Determina, senza eseguire la divisione, se i seguenti polinomi sono divisibili per i binomi scritti a fianco.

BEH C+ex?+11x+6 x+1, x—1, x+2, x—3.
*0
EEE < 9%+ 19x— 6; x—2, x—6, x+1, x= 1.
e°0C
A ' — 6x’+ 6x2— 3x— 10; x—5, x—1, x+ 1, . x—2.
e0
y 1 1
m 2a*+7a — 4; a+2, at—, =" a=
e0 2 2
2a*—3a*+2a - 1; a+1, a—l, a+i, a—1.
s 2 3
1 3 1 2
1 e Al [ - - :
77 X 1 37X 4x x++.3, x 1, &3, ol |

Verifica se il polinomio é divisibile per il binomio scritto a fianco e, in caso affermativo, calcola il quoziente.

EE o-2a2+33-6 a-2 K a'-54>+8s-208 a-4
[ 1o} ®0

EXIJ Eumrekar Senza eseguire la divisione, verifica che il polinomio 2x’+ 3x*— 5x— 6 & divisibile
*® (x4 2)(x+ 1), ma non per (x+ 2)(x + 3).

Trova il valore di k affinché i polinomi indicati siano divisibili per il binomio a fianco.

Bl o-20°+ka—1 a-2 EE 8a*+ 44— 12a+k 2a-3
[ _Zs] e0
EF 3k+ 5kx—24  x+3 B '+ ka’x2—5a°x+a*  x-a
®0 e0

Bl evrekal Quali coppie? Per quali, tra le seguenti coppie di valori dia e b, il binomio P(x) = ax?+ b rist

*?  divisibile per il binomio x — 2?
a. a=1, b=4. b. a=-2, b=8. . a:%, b=-2.
Quale relazione deve esserci tra a e b affinché si realizzi la divisibilita richiesta? [b)ec)b=—:
T“T Allenati con 15 esercizi interattivi con feedback “hai sbagliato, perché...”
matematica D su.zanichelli.it/tutor8 risorsa riservata a chi ha acquistate I'edizione con tutor
n Scomposizione in fattori .
ELH verooraLsor
*“an polinomio x(4 + x)+ 1 & scomposto in fattori. [v]
b. (3x*+ 1)(1 — x) & la scomposizione in fattori di 3x% — 3x*+ 1 — x. [v]|
¢. Lascomposizione di un polinomio P(x) ¢ il prodotto di pit polinomi dello stesso grado di P(x). [(v]
d. Tutti i polinomi si possono scomporre in fattori. [v]|
Bl Raccoglimento totale |» Teoriaag

TEST Nel polinomio 3x* + 6x” — 15x possiamo raccogliere il MCD di tutti i termini, che &:

0
[a] 15x. X [e] 322 [D] 3x. (E] 3x%

24



Paragrafo 4. Scomposizione in fattori

ELY] TEsT In quale polinomio possiamo raccogliere il fattore comune 4b?
(a] 502+ 4 16b — 8b° [c] 20b—8 [p] 4b*+ 8b+ b? [e] 4b*—20

Y TN Scomponiamo in fattori:

a. 3y*— 159+ 9y°; b. 6ab*+ 10a%; c. 8(x+6)— x(x+6).

a. Raccogliamo il MCD di tutti i termini: MCD = 3y — 3y? — 15y + 9y = 3y(y — 5 + 3)°).
Osservazione. Il secondo fattore si ottiene dividendo ogni termine del polinomio per 3y.

b. Raccogliamo ifMCD di tutti i termini: MCD = 2a — 6ab®+ 10a® = 2a(3b*+ 5a).

c. Il fattore comune & (x+ 6) — 8(x+ 6)— x(x+ 6)= (x+ 6)(8 — x).

COMPLETA
B -15x+20=-5(_ - ) 24b*x + 922 = 3b-xH (L B+ )
eC ®0
BE 10a*+16ay=__(5a+ ) Bf 4®—6a’=2a"'(| —3)
o0

1 1 | S
Z—xzy-l-ixy:—zf;w:(x-iﬁ )

E”E 9y =27y =|_1y(|_1+3) il

Scomponi in fattori raccogliendo a fattore comune.

7a+ 14a%; a'x'— a'y'. x(a+ b)+ y(a+ b); a*(2a+ b)— b*(2a+ b).

B
5@

4x + 8x7%; iy*i— ~1—y2. 32x+ )+ (2x+ )% (3a+2)—(3a+2)%
) 2 2 [0 ]
BBl o°+a°+a’ 2b+ 2207 — 4b%. BN 2+ 4y; a’— 6a'b.
e0 e0
2 1
@ 5x— 10xy + 15y; —27a% — 18a. Bl 2ay—4a’+2a; 4y -
dpapel o 74 _ 706
EEX] —2a°+4ab—2a%  cox?—dex+cix @ g @b gah 14y =Ty
0
= 3 ¥ 2. 8 9
BEEl 3a+9a'—15 4a*—24° — 24°. @ 6a> + 9a%b + 3a%  72b%y + 64b°.
E 15 1
6xy?—4x>+ 10xy; —x>+ S x%y.
BPR] 6ax+2a—4a’x% 125x% — 25x + 25xy. BE 697 -4 +100p 2+ 3y
L Je}
2 1 . EEE —3a°+ 12a°b — 6a%  8xyz— 12x%y%.
223 ?a2y3+ gayz; d4x —2x*—2. e
- BEQ 120%0° + 30a°b + 6ab;  282° — 16)22.
BT 18a’y —4a'y? +10a’%  4x> + 3x%y. o
> ~ %ax”%a; 2(x+ 2)— £ {x+ 2),
B 5a2b— 15ab>+ 3ab; 4x°— 2x°+ 7. .
e EEE] - 24°+8a*+2a% b(l—a)+2(1-a).
B 15a* +6a’b+3a; 2ac + l4ab. ot
= BEE] o' a?—a+2a% 707+ 6b°+ 507
PRIl 322 27p%z + 12y%2%  12x%° + 3x%y2 -t
BI (b+0—alb+ch x(1+2)+3(1+25),
L L)
EXZ] cAccia ALL'ERRORE
e0
a. x4+ x4+ x=x(x+ %) c. 6(x+y)—(x+y)x+4)=(x+y)6—x+4)
b. 156°— 106 = 5b°(3b* - 2) d. 8y + 10x°y? = 2232 (4x + 5)
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Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

ESERCIZI

EZ¥] vouamaths Proveit! Use algebra to prove that (x*+ x)(x — 1) divided by x + 1 gives x*— x, as lon
o xE—Lax#0:

Bl Raccoglimento parziale [» Teoriaa

243 Scomponiamo in fattori: a. 2 + 4a + 3a* + 6a*; b. 12y + 15x + 5x* + 4xy.

a. 2+4a+3a’+6a> = 2(1 + 2a) + 3a*(1 + 2a) = (1 + 2a)(2 + 3a?)
- e = _\.)' N S T N
raccogliamo raccogliamo (1 + 2a)
parzialmente

b. 12y + 15x + 5x% + 4xy = 4y(3 + x) + 5x(3 + x) = (3 + x)(4y + 5x)
&7 = A N
raccogliamo raccogliamo (3 + x)
parzialmente

Scomponi in fattori mediante il metodo del raccoglimento parziale.
@y4—y3—2y+2 B3l 4x—3y+ 20xy— 15
eC

10bx+ x— 30b— 3

ay —4a—3y+ 12

80

12a’—4a —3a + 1

2ax+4x—3a—6

0

b+ 56°+ 2b%+ 10 3bx + 4by + 3ax + 4ay

x4+ 4x? — xPy — 4xy

[ le]

[ ] (]
C o

3a’—2a’+ 18— 12a 15by — 10b + 2lay — 14a

xy—5x—3y+ 15

N

0 0
X*—2x*—3x+6 EE ax+6x+ay+éy @SBZ—abzwLS—a

L 1] eC
BX] a*+ab’+ab+ b’ 256 ix—ixy—?nﬂ- ay EE] mn+ 3n—8m— 24

[ Je} L To} 2 2 L e}
B a2+ 207+ 2a°+ 4 x2+xy+x+y B 3x°y— 6x’y+ x> — 27

eC L Lo} @0
B 24a°b?—12a%b* + 4ab® — 24b3 B (2a+17+4a+2

eC L X}
B — 8x% + 4xy? + 6axly — 3axy? EX (2a+ x)? — 4x* — 8ax?

[ Ie] ee
by — 7by* + 14x%y — 2x* (5-x)G+x)+(x—52+2x —10)(x +3)

(=] [ l
Il Trinomio speciale [» Teoriaap. &

; 2 _
Il trinomio x* + sx + p SexX1+X =5 € X Xp=p

Xk ox+ p=(x+ %) - (x4 X2)

ASSOCIA 2 ciascun polinomio la sua scomposizione in fattori, senza eseguire la moltiplicazione.

eC
8 342 b #—ix+3 C. x*=10x+24 dal+ 3x— 10
L (x—1)(x—3) 2. (x4 5)(x—2) 3 {x+ 2¥x+1) 4. (x—4)(x—6)
Scomponiamo in fattori x> — 2x — 15.

Cerchiamo due numeri x; e x; taliche: x,+ x, =—2 e x;- x, = —15.
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Paragrafo 4. Scomposizione in fattori

Partiamo dal prodotto. Le coppie di numeri interi che hanno come prodotto — 15 sono le seguenti.
(—=15)-(+1) — somma:—15+1=—14 (—3)(+5) — somma:—3+5=+2
(=1)(+15) — somma:—1+15=+14 (=5):(+3) — somma:—5+3=-2

Quindi: x;=—5ex;=+3 - (¥ — 2x— 15) = (x— 5)(x + 3).

Scomponi in fattori i seguenti trinomi.
@ x2+ x— 20; 4 x*+ 10x + 21. b*+3b—10; x*+ 5x+ 6.
eC
e0

x— x— 6; y*=7y+ 10. b+ 6b— 7; x4+ 12x + 32.
[ e}

PYE o’ —a-—30; ¥+ 7x— 18. @ X2+ 7x — 30; a*— 15a— 16.

L)
@ —xr+x+2; m?+ 6m — 16. Bl <+ 18x+ 80; ¥ — 13y + 42.
®C
2
eC

¥ —x=12 P+ 3x— 4. BER a4+ 2a— 48; b — 12b+ 35.

EEE] compLeta

a. x2—=7x+6=(x_J_ D=l dL_D c. x*—1lx+ ={(x—|_)x—2)

b. ¥+ [+ 10=(x+1)}(x+[_J) &+ L=l = (x=a)z+ 5)

EIEY] Eumekar Scomponi in fattori il trinomio x* + 2ax — 3a’.
eC

Il trinomio ax® + bx + ¢

EEE Luca, dopo aver pensato a come scomporre il polinomio 3x* — 2x — 1, conclude: «Non & scomponibile come
trinomio speciale! L’unica coppia di numeri che per prodotto ha —1 & — 1 e 1, ma la loro somma non & — 2».

@0

Francesca, che studia con lui, non & d’accordo. Tu cosa ne pensi?

286 Scomponiamo in fattori: 2a® + 3a — 2

Moltiplichiamo tra loro il coefficiente di secondo grado e il termine noto: 2-(—2) = — 4.

Cerchiamo due numeri che abbiano come somma + 3 e come prodotto il numero appena ottenuto, cioe
—4;sono4e —1:
2a’+3a—-2=2a*+4a—-a—2=2a(a+2)—(a+2)=(a+2)(2a—1).
= b L
Ba=4a-a raccogliamo parzialmente

Scomponi i seguenti trinomi.

XYl 3a%+ 8a— 3; 4x7+ 7x+ 3. Bl 7x*- 19x—6; 2a* — 3a— 20.
80 e0

4y* - 3y — 10; 2¢+ 13¢+ 15. EEXl 9y°— 28y + 3; 8x%+ 13x — 6.

90 [ s}

EEE] 4b2+ 15b— 4; 3x%— 4x— 4. EER 267 15b+ 28; 3m>+ 14m + 16.
L Je] e0
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Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

Il Scomposizioni con prodotti notevoli

Differenza di due quadrati

203 Scomponiamo in fattori

a. 81a*>— 16; b. 625a*— 1.

a. 81a>— 16 = (9a)f — (4Y = (9a+ 4)(9a — 4)

A=9a;B=4

A*—B*=(A+B)(A—B)

b. 625a*— 1 = (25a*+ 1)(25a% — 1) = (25a*+ 1)(5a + 1)(5a— 1)

Scomponi in fattori, riconoscendo la differenza di due quadrati.

Bl 49— x% 81 — b2,
80
m at— 4: L—xlyz_
s 16
ER - 81 64 — ab’.
[ Je]
297 LIRS 9at— 25b*.
[ o]
FTTY) 36172 - 815 1— 2ot
B 4x'— &% 25y% — 64y,
o0

2 o2, 4 Jeil
E.-E 1004 — x?%; 9m L
Bl - a%b 36a* — 49.
a0
R 9 1214 16a*— 9.
0
COMPLETA
BHE 1602~ =( [+3)( -3
e0
313 | —144=(a*+| D(a*— ).

eC

Quadrato di un binomio

®
0

> @ !b! [ ® ° °
> o o © o o o

[ ]
[e]

L ]
')

[ ]
‘ o

A%+ 2AB + B*= (A + B)?

1 5
P

i b om
36 )

a® — 64b%;

16x%y* — 25;

49y* — 25x%;

—100a*+ 9;

36

— i

49

I 4

167}

g |
b "9_),4;

1— bﬂ 10;

256x*yt — 1;

+1)(2

+6x)(

316 Scomponiamo in fattori: a. 4x* + 20x + 25; b. 4a*b* — 4ab® + b%

a. 4x*+ 20x + 25

quadrato di 2x quadrato di 5

Controlliamo che 20x sia il doppio prodotto di 2x e 5:2-(2x)-5 = 20x.

4x?+ 20x+ 25 = (2x+ 5)°

28
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1
47,4
a'b 19"

9x* — 81y°.
1 2_

g * 25.
64x2y? — 1.
—a’b*+ 144,
0,25a% — 4b°.

16 12

625a L I

xyizf— 1.

(a+ b)2— a’.



Paragrafo 4. Scomposizione in fattori

b. 4a’b’>— 4ab’+ b* = b*(4a*— da+ 1
oA

raccogliamo b? quadrato di 2a quadrato di 1

1l secondo fattore & il quadrato di un binomio se — 4a ¢ il doppio prodotto. Controlliamo:
2:(—2a)-1 =—4a, oppure 2-(2a)-(— 1) = —4a.
Quindi:
4a*b*— 4ab*+ b* = b*(1 — 2a), oppure 4a*b’> — 4ab*+ b> = b*(2a — 1Y.
CACCIA ALL'ERRORE Trova éli errori e spiega perché le uguaglianze sono sbagliate.
Sl o’ + b= (a+b)?
c

BB x*— 9xy— 9y = (x— 3y)?
eC

B 4*+9— 16x= (2x— 3)?
®0

at+ 8a’x*+ 4x* = (a® + 2x%)?

L]
(o]

g%
J
\D|'—-
+
|~
b S
+
A“:N
Il
—
W |—
+
0N
i

Scomponi in fattori riconoscendo il quadrato di un binomio.

x*+ 4x* + 4;

L]
(o]

4x? — 8xy + 4y%;

4x + 4x2+ 1;

b+ 5 a’— 2-ab;

b>x*+ 2abx + a’;

E Qﬁ GE !E GE
G'!l Q o] 8]
[
wn

x*+ 16x°y + 64xy?;

L]
(=]

B Lo
@ a*—ab+ 4b.
EE a2 22a+ 1215
@0

1

Z 1 1 2
S P2 +_-.
= 9x+6xy 16)1,

a’+ b*+ 2ab’;

a
(o]

[a] 16x*+ 8x*+ 1

L]
o

pensando Angela?

COMPLETA
a. 9x*+ | +49=(_
b. 16a’°b*+8ab+ =

a
o

L]
(e]

16a>+ 8a+ 1.
9a% + 6ab + b2.

36 — 24x + 4x%.

1 2
2 ;
i 9 " T7*

16a* + 8ab* + b*.
5a*+ 10ab + 5b°.
8a’+ 16ab + 8b°.

xt+ Aty + 40,

A6 o, 4 Al 3
9x+3xy+4y.

9x?y* + 6xy* + 1.

+ 7

(L J+ 1Y

L] QS ] L) a L]
L] 0,4 (o] e} o] O

W

L _ x4

c. 25x*+ L4
d. 81-36+ | I=(_|

16b* + 40b + 25;
x*+ 16x* + 64;
25x% + 70x + 49;
a*— 8a+ 16;
4ab + b* + 4a’;
—x*— 8x— 16;
30x — 9 — 25x%;
8 — 24x + 18x%;
zli—al— %ab+ %bz;

—;—xzy2 ==yt 16

TEST Quale tra i seguenti polinomi non & il quadrato di un binomio?
32— 32y+ 16

RIFLETTI SULLA TEORIA Leonardo: «— 4x? + 40x — 100 non puod essere lo sviluppo del quadrato di un bino-
mio, perché — 4x? e — 100 sono negativi». Angela: «Certo, perd non ¢ tanto diverso». Hai capito a cosa sta

4+ 20x + 25x2.
1+ 14a+ 494

25 — 60y + 36y°.
9a® — 24ab + 16b%.
81x%y? — 18xy + 1.
49b* + 285> + 4.
b+ 8ab*+ 16a%b°.
2+ 4%y + 4x .
25 5

25w e il 1o
16x+6xy+9y.

121x* — 66x2y° + 9y°.

[p] 255+ 10xy*+y*  [E] 4+a+—116fa2

RIFLETTI SULLA TEORIA  Se al quadrato di un numero naturale aggiungiamo 1 e il doppio del numero stesso,
troviamo il quadrato del suo successivo. Spiega perché.
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E Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

ESERCIZI

Quadrato di un trinomio A2+B*+C*+2AB+2AC+2BC=(A+B+C)?

Scomponiamo in fattori 9b% + 4a>— 8a+ 12b+ 4 — 12ab.

1l polinomio ha sei termini di cui tre sono dei quadrati, quindi puo essere il quadrato di un trinomio:

9b*+ 4a*— 8a+ 12b+ 4 — 12ab.

quadrato di 3b quadrato di 2a quadrato di 2

Controlliamo che gli altri tre termini possano essere i tre doppi prodotti esaminando i loro valori assolu
9b’+ 4a’>— 8a+ 12b+ 4 — 12ab.
2-25.2 2:2-3b 2-3b-2a
Studiamo i segni: 90 + 4a” — 8a + 12b+ 4 — 12ab.
2a e 2discordi 2 e 3b concordi 3b e 2a discordi

Abbiamo due possibilita, che sono equivalenti:

9b?+ 4a°— 8a+ 12b+ 4 — 12ab= (3b— 2a+ 2)* = (— 3b+ 2a— 2)2.

Scomponi in fattori riconoscendo il quadrato di un trinomio.

EXX] 9a®+ 4b*+ 4+ 12ab— 8b— 12a
80

16x* 4 8xy+ 1+ y*— 8x— 2y

o0

@x2+4y2—4xy+16+8x—16y 354 | 8a—b+4a2+%b2+4—ab
e0
B Lo+ t+2ap+ a2+ Lat 2 2 2
&kl gatgta 3413 @ 4>+ 8xy— 12x— 12y + 4x* + 9
EEl 1+6y+ 9y272xy+ix2—ix EEY x+ 4y — 2323 — 4y + 47 + 2°
®0 9 3 L 1]
b? >
BBl 4ab+ 8a+ 44>+ b2+ 4+ 4b T+ o+ d+ bo— b - 2cd
80

: " ; ol 1 3.5 o
EEf] Quale termine occorre aggiungere al polinomio —-x* + x?y + xy* + —%x + xy* in modo che sia il quadra
*®  diun trinomio?

Cubo di un binomio A®+3A°B+3AB*+B*=(A+B)?

EE Scomponiamo in fattori 8y* — 27 — 36y* + 54y.

Il polinomio ha quattro termini di cui due sono dei cubi, quindi puo essere il cubo di un binomigz
8y® — 27 — 36y + 54y.

cubo di 2y cubodi-3

Controlliamo che gli altri due termini siano i tripli prodotti:
8y> — 27 — 36y* + 54y.

3-(2P-(-3) 3-2-(-3
Quindi: 8y* — 27 — 36y + 54y = (2y — 3)°.
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Paragrafo 4. Scomposizione in fattori

_COMPLETA

m b3*3bz+3b—‘1=(b— )3 E x4+ + +27:(x+3)3.

80 [ le}

B 1+6y+127+88°=(_ [+ ). B 1-270°-9a+27a*=(L = |)’
[ le] [ e}

Scomponi in fattori riconoscendo il cubo di un binomio.

@ —8b*+ 12ab* — 6a’b + a’; '+ 6x*+ 12x + 8.

@ P+ 3y—1- 3 27— 27a+ 9a*— a’.

@ 275+ P+ 27x%y + 9xyh —317513%- b*+ %azb— ab’.
—3x%y* =y — 3x'y — x5 48y — 127 + y* — 64.

@ a*+ 125+ 15a*+ 75a; +36x%y + 27y + 54xy* + 8x°.
369) @'+ 2ab? = b= 3-a%b; —3b+ 126~ b+ 8.
24x?y + 8y’ + 8x7 + 24xy%; e e | T
a®+ 3a*b* + b + 3a’b%; 8x° + 27 + 36x% + 54x.

Somma o differenza di cubi A*+B*=(A+B) (A2FAB+ B?

Scomponiamo in fattori: a. 27x° + y*; b. 1 — %b"'.

a. 273+ Yy = (3xP + P = Bx+ y)(3xP = 3x- y+ 2] = (3x + y)(9x* — 3xy + y?)

b. 1—%b3= 13—(%1;)3=(1 —-éb)[lz-% 1 é b+(17b)2]=(1 —%b)(l +%b+%b2)

Scomponi in fattori, riconoscendo la somma o la differenza di due cubi.

£+ 27; ¥+ 125, Ay 81x°— 1.
ec Ber 125

64a’ — 27b% as+ 1. 380 B sy 64x° — 8.
®0 eC 81

X8 49, £y + 8. Bl 27x'+ x L p_ .
e0 e0 125

& 64>t EER 12545 1; S 4 40x%,
80 27 @0 8

EYEd 2y + 54y a*b*—27. EER R 2 g 8a®+ a.

0 e 3 24

6b°a’ — 6; 27x°— y° EEf] s5a°+ 40a%; 2+a)+ 1
e0 o9

EEE] miFLerrisuLtaTeEoRIA Il binomio 27x° + 8 & divisibile per 3x + 22 Perché?

EE] vouamarss Using tricks Use tricks to divide each given polynomial by the one proposed without actually
setting up the division between polynomials.

a. Divide x*— 1by x*— 1.  b. Divide x>+ 27 by x*— 3x+ 9.
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You s MATHS Which is a factor of 5x* — 135xy*?
{ ls}
[A] x?+ 6xy + 9y? [c] x2—3xy+9y*
x? — 6xy — 9y? [D] x*+ 3xy +9y?

(USA Tennessee Mathematics Teachers Association: 39th Annual Mathematics Contest,

[E] x*— 6xy +9y?

Bl Scomposizione con il metodo di Ruffini |» Teoria
VERO O FALSO?
e0

a. Gli zeri razionali del polinomio x* — 4x* + x — 4 si trovano nell'insieme {+1, £2, +4}.
b. —2 & uno zero del polinomio 2x* — 4x> — x — 2.

c. Gli zeri razionali del polinomio 2x*+ x — 3 si trovano nell'insieme {i 1,3, + % # —g—}
d. Se P(x) =—x*— x— 2, allora P(— 1) = 0.

e. —a ¢éuno zero del polinomio, nella variabile x, x> — ax? — 24%x.

389 Scomponiamo in fattori con il metodo di Ruffini: P(a) = a*— 5a>+ 3a + 9.

Cerchiamo gli zeri di P(a) tra i

divisori del termine noto: *1; +3; £9.

Calcoliamo: P(1)=1—-5+3+9+#0;

P(-=1)=—=1-5-3+9=0 — a+ 1¢édivisore di P(a).

Eseguiamo la divisione:

1 =3 3 9
(@*—5a+3a+9):(a+1)

-1 -1 -9

6
1 -6 9 0 - Q(a)=a*—6a+9:R=0.

Otteniamo la scomposizione: a*—5a*+3a+9=(a’—6a+9)(a+1)= (a—3)*(a+1).

Scomponi in fattori, utilizzando Ia regola di Ruffini.

E@ S5x%—dx—1 [(x—1)(5x+ 1)] a‘*—3a+2 [(a—1)*(a+1
@ 2a*—a*—5a -2 [(a+1)(a—2)(2a +1)] x3—x2=3x-9 [(x — 3)gc* + 2x +§
@ a—3a’+4 [(a+ 1)(a—2)7 EEE 2b°+ 5 —4b -3 [(b—1)(b+3)(2b+
E?DE X —x2+2 [(x+ 1)(x*— 2x + 2)] m 3b° — 4b* + 5b — 4 [(b—1)(3b* — b + 4
@ PP —2 [(y— 1 (y+ 1P+ 2)] q&n t*—39t+ 70 [(¢—2)(t - 5)(t +1
EEE '+ 4k+5 [(k+ 1)(k*—k+5)] B 3¢°—2a>—5a—6 [(a—2)(3a>+ 4a + 3

e0

®0

Y=y 4y —3y+2

[(y— 17 (y*+ y+ 2)]

L]
o]

x*=3x-2

®
o

[(x+ 1)%(x—2



Riepilogo: Scomposizione in fattori

x*—2x?—5x+6

e
o

4b+ 16 + b* — 2b° — 10b*
B—xr+2x—8
x+8x—x>—8
yi—4y’ =2y +9y—4
a4+ 32

i

x> —x*—10x%— 8x2

B B
9 ® ° ® ® ®
(=] [=]

6xt—5x—2x+x

[(x = D(x+2)(x = 3)]

[(b+2)(b— 4)(¥* - 2)]

[(x— 2)(x*+ x+ 4)]

[(x = I)y(x+2)(x2= 2x +4))

(Y= -1 +y—-1]

[(a + 2)(a* — 2a® + 4a* — 8a + 16)]

[ (x+ 1) (x+ 2) (x— 4)]

[x(x—1)(2x+ 1)(3x—1)]

EBF] test (x + 1) é un fattore della scomposizione di P(x) = 2x* + 5x* + 2x + k se k & uguale a:
*0

[A] 0. |

[e] 1.

[8] =2 [£] 2.

Riepilogo: Scomposizione in fattori

CACCIA ALL’ERRORE
BEl o' +a+a’=a%a’+a)
80
B 94— b = (3a2— bY)(3a2 + b?)

e0

e0

a’b*+1=(ab + 1)(a**+ab+1)

[ Je]

VERO O FALSO?
a. x°— dax’+ 16a? ¢ il quadrato
di un binomio.
b *®= 2xp—2x+4 yF— 2p+1
scomposto & (x+ y— 1)%.

[v] [¥]
[v] [¥]
[v] [¥]
[v] [¥]

c. Il polinomio 3x* + 5
¢ irriducibile.

d. 1ltrinomio x* — x — 56 si scompone
come trinomio speciale.

g

Quale delle seguenti uguaglianze & vera?

[A] #—3a*-1-3a=(a—1)

8x—1— 16x>=—(1— 4x)?

(c] 9a° = b* = (3a*+ b?)(3a’— b?)

(0] 3m>+ n+ nm—3m= 3m+ n)(m—1)

(] a®>+4ab+2a+4b*—4b+1=(a+2b—1)

B -2 -4'-4y=(-x-2)

e

16x%y? + 9z* = (4xy + 32%)?
[ Je}

BE o*+1la—12=(a+1)(a— 12)
80

[ Je}

Quale dei seguenti trinomi non & il quadrato di
un binomio?

[a] 4x? +9a® + 12ax
a'+ 16x* + 4a%«?
[c] 4a® + x* — 4ax
[D] 25+ 20a + 44’
[E] 9%+ 4+ 12x

Il binomio 27a°x* — 8a* & scomponibile in uno
solo dei seguenti modi. Quale?

[a] (3ax —2a)
(— 3ax + 2a)®

[c] (3ax —2a) - (9a*x* + 4a?)

[_le]

[p] (3ax —2a)- (94> — 12a’x + 4a?)
[E] a’(3x —2) - (9x* + 6x + 4)

ESERCIZI



Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

ESERCIZI

[ ] .s @ [ ] ® [ ]
o) O_.‘ lo} o O (0]

Scomponi in fattori.

25¢2— 10c+ 1

9a’x’— 16x°

kS + K2+ 1+ 2k + 2k + 2k*
3m*+5m—2

28— 52— 11t— 4

L ] [} .h .h ®
E OE OE olu: Ol OE

L]
o

L] [ ] [ ] L] L] [ ] ® [ ] @ [ ]
Lo} o o o] Qo (o] (o} o Q o

(=3
a

[ ]
o

L L
°

£—13t— 12

2x3— 12x*+ 24x— 16
x—x
x2—13x+ 22

¥+22—5x—6

x— 1+ 2x?

i [+ B)*

8x°y% + 62757 — 12x4y? — x%)?
—7x%y? + 14x%y®

xT4+ x*+1

a*+ b* + 4c? — 2ab — 4ac + 4bc

. W e WEY

R R

4,29 5 4 L
9+y+4x 3y+2x 3xy

9 2, 16
16ab+9+2ab

3ax+ 3xy+2a+2y

8x3+ 12x2+6x + 1

1
S B I
2x—y)*——¢
g s B0 N B
27ab 2ab+4ab 3

4x> + %y2+ 2+ 2xy— dxz— yz
yﬁzlz_a‘)
3>+ b —10
x*—2x?+4x -3

32x—12x2— 16

25 2
B4
6x— 3ax+ 2a— a*
[ Je]
RN 16x°y° — 4x®
e0
FEH 64— 1
e0
432 TR
[ Ja]
EEE] 25+ 9x*— 30x
eC
R 1-9y+ 272 — 27)°
0
0 S
@ 4t
436 IRPIS R
0
437 ;11—-+~ x+ x?
[ 1o}
B - 11y+30
o0
B T TIO, §
@ 5 HbR b b
440 IS
[ 1s]
3 - 3x*+ 3% — &2
L Je]
EBEF 9x%y— 24xy + 16y
[ le]
XE] 2mt®— 4mt— 30m
e0
B 6182+ 18c* — 6c°
L Je]
TE 342 — 24a
eC
] 3x°—81x?
o0
1 2 1
470 e e e e
il XY 39,4
1
- o [
a7 IR
witd a’x*— 2b+ abx— 2ax
®0

3

p N

[3x%(x — 3)(x*+ 3x + 9)]

( i xyz’ + % )(.\"1'— 1):

[(” m %)(“ T %)(”;_’" 315 )

[(ax+ b) (ax — 2)]




Paragrafo 5. MCD e mcm di polinomi

LYl a’— 21— 4a [(a—7)(a+ 3)]
0

27t — 5483 — 8t + 3612 [t(3t — 2)7]
L L]

YR 2+ 2x2— 4x 2x(x— 1) (x+ 2)]
L1

Lyl 6x*+ 13x—5 [(Bx— 1)(2x+5)]
o0

3x — 7x2 + 2x° [x(x— 3)(2x—1)]
°9

pihe 4+ y = dxy—gd [(2x— y+ 2)(2x— y— 2)]
o9

g Qxt 4 D [(1+ 2)(1—x)(y*+ 2)]
(1 ]

dxt— 2% — 2% + x [x(2x* - 1)(2x— 1)]
L X ]

b+ a’b—ab’— ab l[ab(a— 1)(a+ 1)(B*+ 1)]
LLJ

ER y—2-—xYy +2x2 [(x+D(1-x(—-2)] [EA 3x*—12ax + 1242 [3(x* — 2a)?]
(L} L L

EEE] 12x%y+ 16x%° —2x5 —24x%2  [20°(2y— )" [EE] — 49a° — 14ab — ab? [— a(7a + b)*]
o9 ee

iad (@+1)@*+1)—(a+1)(a*—1) Ra+1)] [EX —2xb*—4xb—2x [—2x(b + 1)?]
°0 o0

EEE 9x®— (x—5) [(2x+5)(4x—5)] [EEE x°—10x*+ 25x° [x3(x — 5)7]
(1] LLJ

X —xt+x2—1 [(x+Dx—=Dx*+1)] Y a®—3a°+3a>—1 [(a—1)%a*+a+ 1)
o9 o0

I (a+ b)3x> — (a — b)3x? (6bx?] 16a*b — ~ b 40—~ )(4a + i)]
e o 9 3 3
[ET] 3ax — 3bx — 6ay + 6by [3(x — 2y)(a — b)] a*(x*+1) — 2a* [a*(x + 1)(x — 1)]
L L] L1 ]

L]l 12(a+ b) —6(a®— b?) [6la+b)2—a+b)] R x6—12x*+48x*—64 [(x+ 2)*(x —2)%
LX) L1

Egﬂ x* 4 4x? — 9x — 36 [(x + 4)(x — 3)(x + 3)] E:p xly-x—y [(x— 1)(x+ 1)(x + )]
B a+22-1 @+ 1)a+3)] EX] 7x*-7 [7(x — 1)(x + 1)(x2 + 1)]
L L] L X ]

MCD e mcm di polinomi

~

|> Teoriaap. 10

Calcoliamo MCD e mcm dei polinomi: x* + 2x* — 8x; x* + 4x% 2x* + 16x + 32.

Scomponiamo in fattori i polinomi.

x°+ 2x* — 8x = x(x*+ 2x— 8) = x(x— 2)(x + 4)

X+ 4x? = x*(x + 4)

23+ 16x+ 32 = 2(x*+ 8x + 16) = 2(x + 4)

MCD = (x+4)
mem = 2x? (x — 2)(x + 47

fattori comuni con esponente pil basso

fattori comuni e non comuni con esponente pil alto
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E Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

ESERCIZI

HE

Calcola MCD e mcm dei seguenti polinomi.
15a° + 3a%; 6a’— 18a; 18a°b+ 18a°. [MCD = 3a; mcm = 18a*(5a + 1)(a — 3)(b+

m®— 25m;  2m— 10m*; m*—6m>+ 5m. [MCD = m(m—5) mcm = 2m?*(m — 5)(m + 5)(m =

L ]
(e}

123 —12x+3; 12xy— 12x— 6y+ 6; 6xy*— 3y%. [MCD = 3(2x— 1) mem = 6y*(2x — 1)’ (y =

a*b— 2ab*; 6a*b*+ 12ab®; —3a’bh*— 6a’b’. [MCD = ab(a + 2b); mcm = 6ab* (a + 2

[
a

]
o :

[4]]
(=]
=J

16x° — 8x*+ x; 2x*— 6x°+ 6x— 2; 8x°— 10x%+ 2x. [MCD = 1; mem = 2x(4x — 1P (x —

[ ]
o

X*—9; x*—x*—6x* xX*+x'—8x—12. [MCD = (x — 3); mem = (x — 3)(x + 3)(x + 2)

23+ 2x7 — 4x;  4x— 4x3;  4x7— 4x. [MCD =2x(x — 1); mcm = 4x3(x — 1)(x + 1)(x +

®
o

L
(o]

A+ 2a*—a—2; a*+2a*—9a—18; a°— 4a.
[MCD=(a+2);mecm=a(a+1)a—1)a+2)(a—2)a+ 3)(a—

al— b a®— b —3a°b+ 3ab®; 3a’—a—3ab+ b [MCD=(a—b);mcm=(a—b)a+ b)(3a—

Ll
o

[ ]
C Q

3x2—3x—18; 4x°— 16x°. [MCD = (x+ 2); mcm = 12x3(x — 3)(x +
o0

a*—ab—2a+2b; b*—2b—ab+2a; 4—2a+ab-—2b [MCD=1;mcm = (a— b)(a—2)(b—

(> —4)(x?+9); (P +9x)(x>+4x +4); x>—4x. [MCD = (x + 2); mcm = x(x + 2)%(x2 + 9)(x —

2x*—50x; x*—125x; x*—2x*—15x2

s [MCD = x(x — 5); mem = 2x*(x — 5)(x + 5)(x + 3)(x? + 5x + 2
Bl verooraisor TesT Il MCD tra due polinomi é x(x— 1)
[ 0 S w2 e :

R & polinorinbepud loro .mcm ¢ x*(x— 1*(x+ 1). I due polino
essere 1. E E\ e
[A] -2 -2+l
b. x—2éundivisoredi x*—2x—6. [v][F] )
; ) [8] #+x a*—2x%442,
c. Idue polinomi ?(x+ 1)e ?(a + b) €] x*—x% *—22+x.
non hanno un divisore comune. [F] [p] x*+x% x*+2x+1.
d. Imemdi3a+9e3a+6e3a+9. [v][F] [€] ¥*+% *2-%.
FAI UN ESEMPIO

BB di due polinomi che hanno x*+ 2x— 3 come MCD.
e0

EEE] di due polinomi che hanno 5x*y — 5x*y* come mcm.
e0

EFX] Eurekar Segui gli indizi! Del polinomio B(x) si sa che: il mem tra B(x) e il polinomio x*— x — 2]
*®  x*—2x?— x+ 2; il MCD tra B(x) e il polinomio x*— x— 2 & x—1; il coefficiente del termine di grad1
massimo di B(x)é 1. Determina B(x).

matematica

Tu‘r Allenati con 15 esercizi interattivi con feedback “hai sbagliato, perché...”
D su.zanichelli.it/tutor3 risorsa riservata a chi ha acquistato I'edizione con tutor
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Allenamento n

VERIFICA DELLE COMPETENZE ALLENAMENTO

UTILIZZARE TECNICHE E PROCEDURE DI CALCOLO

Esegui le seguenti divisioni.

KB (400> +5a?b+2ab?): (2ab)

VERIFICA DELLE COMPETENZE

eo

g (6x*y* — 12x7y* + 12&y) : (—%xy)

El 2—x+3-2x%):(x—1) [Q=-2x?—x-2;R=1]
[ Je]

Bl (v -302+2):(b—2) [Q=b*+2b>+b+2; R=6]
[ _Jo]

Il (6x°—9x*+3x—4):(2x—5) [Q=3x*+3x+9;R=41]
®0

Il G +2t+3t+5):(3t+2) [Q=t+1;R=3]
®0

(5x3—%x2+3):(x2+1) [Q=S,\'*]§;R=—S.\;+é'|
EB G5 —2+6x—1):(x*—2x) [Q =5x"+10x>+18x+ 36; R =—78x + 1]
®0

EB (¢-52+4x—1):(x—2) [Q=x*—3x—-2;R=-75]
®0

EEl (3 +8x*+3x—2):(3x—1) [Q=x*+3x+2;R=0]
®0

Y SR S 4. Y DUA Lo G Lol
I (< +x-30—6+x):(6+39) [(3_3.\ >+ 2 1,R_o]
@ (F—22—t+6):(t—4) [Q=+2t+7;R=34]

Q
EE (»°-5r+37-3):(r+1) [Q:h,z,LR:,ﬂ, -]
s Y-—ig ¥ 3)" gy < K 2 X B
@ (m +émi+2 3m +4m—1) (2m2+%) [Q 7 m?+ 3m; R—*l]
372__). = |_ T [ AN
@ (4a 3a+ a.(a 2) Q= 4a 34 6,R— 2
1 — - -2 Ear — s [
16 | (x—x—-—x):(x-kf) [Q=2x*+4x* +5x+ 6; R = 2x— 10]
®0 2 -
(2x°—5x —x'—4): (x?=2x + 1) [Q=2x3+ 4x?+ 5x + 6; R=2x — 10]
[ o]

) Wi ST =Y ez :l“ﬁ.gl_llzll__ll
@ (3x 2x+3x 2).(2x 1) Q 3 .;'X"L(,’R 15" 6
EEE  (x®— 2xy — 15y%) : (x + 3y) rispetto alla variabile x. [Q=x—55R=0]
eo
@ (6x* + 2x3y — 9x?y* — 5xy° — 4y*) : (2x* + 2xy + y?) rispetto alla variabile x. [Q = 3x? — 2xy — 4y R = 5x”]
B3l (x*t— 2% + 5xt* — x?) : (t — 2x) rispetto alla variabile . [Q = 5xf* + 10x?¢? + 18x7t + 37x%; R = 74x° — x|

L
O

(a*+ 5a*b —3a’b* — 13ab® + 4b*) : (a + 5b) rispetto alla variabile a. [Q = a® - 3ab* + 2b% R =—6b"]

L]
(e}
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Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

COMPLETA eseguendo, se necessario, una divisione.

Bl «-81=(x+3) | Bl 22 -x+2=0___ RYCTS )
®0 0

Bl Sc+25+2+7=__ |-(@F+1)+] i Bl ¢ —4x+4=(x-2)

®0 C

Determina il resto senza eseguire la divisione.

VERIFICA DELLE COMPETENZE

(2x% +4x? + 3x— 1) : (x + 2) (R

@0

@ (%x“—%x3—4x— l):(x+1) & [
4 2

@ (x3+‘3—x2—2x+ 1):(x—?) R

m (a* —4a®>—2a’+3a): (a—2) ' [R:Ji

e
o

Stabilisci se x* — 2x*+ 2x> — 7x + 6 & divisibile per
x—2, 2x—1, (x—1)(x+1).

Determina il valore di k per cui la divisione di —8x* — 2x* + x + 2k — 6 per x + 1 ha resto 5.

CE “B .H
(o] o (6] =&

Trova il valore di k per cui 16x* — 6x> — x + k & divisibile per x — -é—

-

EST
1l polinomio P(x) = 2x* — %x + k & divisibile per (x + 2) se k & uguale a:
[a] +1. -2 [c] 0. [o] —-3. (] +3.

E data la divisione: (2a* + 3a® — 2a — 3) : (ka + 3). Per quale valore di k il quoziente & a*> — 17

[a] 1 [e] 2 [c] 3 [o] -2 [e] -3

]
o

‘H
o

11 quoziente della divisione fra due polinomi ¢ il polinomio nullo. Come possono essere i due polinomi
@0 .

In quale caso il resto di una divisione fra due polinomi é uguale a 0?

] ~

Spiega perché é sbagliato eseguire la divisione indicata nel seguente modo:

(953 : (3x%2+9) = (9x7) : (3x2) + (9x3) 29 = 3x + x°.

@0

Calcola il risultato nel modo corretto.

TEST ?

EED Se — 2 e+ 1 sono zeri del polinomio P(x), allora nella scomposizione di P(x) si hanno i fattori:

@0
[A] x=2 e %+ [e] x—2 e x—1. (B 2=wel—x5
[®] 42 ¢ x—1. [0]x#2 & x+1,

ELN Usando il raccoglimento parziale, ¢ possibile scomporre il polinomio 2x + 6y — 5ax — 15ay in uno sol
®°  seguenti modi. Quale?

(] (x +3y)(2 + 5a) [c] (x —3y)(2 + 5a) [E] (x +3y)(5a — 2)
(x +3y)(2 = 5a) [0] (x —3y)(2 — 5a)



Allenamento v

Scomponi in fattori.

EEl 20°c*—32a; x*+x2—17x+15 x%—dxy?+ 3x2 — 12y2
= 2a(ax — 2)(ax + 2)(a*x* + 4); (x — 1)(x = 3)(x + 5); (x + 3)(x — 2y)(x + 2y)]

2x2y + 16xy + 32y; 2x + 6y + ax + 3ay. [2¥(x + 4)% (2 + a)(x + 3y)]
pd Y 94 Y Y j )

EEN 8ax+2ay> + 8axy; 3a’b*—12; 2ax —4ay + bx — 2by.
8o 2a(2x + y)% 3(ab* — 2)(ab* + 2); (2a + b)(x — 2y)]

ﬁ 2a*b — 4ab + 8abl"\ 3ax + 6bx + 2ay + 4by. [2ab(a — 2 + 4b); (a + 2b)(3x + 2y)]

VERIFICA DELLE COMPETENZE

(o]
xP43x% —4x—12; 2x*—20x2—2x*+20x; 5a®+ 10a?— 25a + 10.
o [(x —2)(x+ 2)(x + 3); 2x(x — 1)(x> — 10); 5(a — 1)(a®> + 3a — 2)]

B lep-L xﬁyﬁ—%xzyz; a®+2a*>—9a — 18.

- 3 27
Ii (x2y— ;—)(.\'3)'+ L%) X222y + 41 )(\1 ; )(.\'}' + ; );{u —3)(a+3)(a+2)
2x'4+54x; a*+6a*—7a; 4a’+ax®+4a’x. [2x(x + 3)(x* — 3x+ 9); ala — 1)(a + 7); a(2a + x)?]
@ﬂ— 22— 3x+6 [(x — 2) (x* = 3)]
@ a*+ 2a*+ 2a+ 1 [(@a+ 1)(a*+ a+ 1)]
El < - 6x7 +9x* [x%(2 3%
o0

®x2+2a2x+a“"; ¥+ 8ty + 1612 xt—17x*+ 16

1 1
9x% — 6xy° + 5 Exzy“ + gxﬂ +

[ d
(s}

3P4 6t =158~ 18

o|—

—418481; 16xt—yt. 2x3 —5x7 — 12x

s rddy— 2t -4y + 4P + 2F m*+4m® — 5m?

A+l 4, 18y — 12x)2 + 222y

a*—3a°+3a’—a ¢+ 6bc+ 12b%c + 8b’¢c

a’ 3 18
I i e

8 @afae

4a® + 16b* + 36¢* — 16ab + 24ac — 48bc

~

ol o ® ® L] °®

[ ]
o

2546 — p12 b—7)(@+4)+b—-7)(4—a

@ 9a’b>c* — 6abc® + ¢

@ X+ 4x* =5 [(x— 1)(x*+ 5x + 5)]
Bl of—a®—3a*+3 [(a*—3)(a—1)(a+ 1)(a® + 1)]
@ a' + 4a’y + 4a’y? [a*(a + 2y)’]
x*—x—3x%+3 [(x=3)(x— 1) (x+ 1) (= + 1) (x* + 1)]
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Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

y'=2+y-2
x*— 64
x4+ 25— 13x2— 14x+ 24

4a°b+ 6a°b + 8a’b* + 12a4%b*

1D EER

nyIBZS 'y 28

[ ]
&)

a*—4g*—3a+18

VERIFICA DELLE COMPETENZE

—
o0

=3+ e
L e}
el 3x°— 12x+ 6x°y — 24y

§

%% — x?

47y —12x'y + 9yx
x3y2 iy SyS
a*—39%a+ 70

Tab" —7a*b

i
7
2—x?%-9

(2x+1)*>—4(4x*—1)

36x* + 9t —9x? — axly?

- ol © o o o 15} -ﬂ'-

16 68 4
B8 xy? + TR A R
EEl (3a—b)*—(a+b)(3a—b) —9a’+ b?
90
Efl < -7x*+11x2—7x+ 10
L Yo}
Bl #-2+1-(a+b)
eC

Calcola MCD e mcm dei seguenti polinomi.

Eg a?+3a—10; a*+10a+25; 2a*+10a.

@ 42 —1; 8+ 12x%+6x+1; 12x+6.

g? B —7b+6; ab—2b+4a—8; b*+2b>—7b+4.
BBl ©-3x—-2 £+x*-9x-9 x*—x-2.

e

Bl 6—x—x% x*—7x+6 x*—3x+2.
a0

(= Px? —4y?)y; 2% —3xp +29% % xp 207
(1]

40

[(y+Dy-2)(*—y
[(x—2)(x*+ 2x+4)(x +2) (x> — 2x
[(x—=1)(x=3)(x+2)(x
[2a*b(a®+ 2b%) (2a +
[2%(xy® — 2) (x*p'2 +xy°z 8
[((a+2)(a=
[P (x—2)*(x*+ x4
Blx—2)(x+2)(x+
[Fx+ D —x+D(x—1)(x*+x+
[xy (253 =
[P (x—2y) (% + 2xy +
[(a—5)(a—2)(a+
|7ab( 56— a)(g b2+ Jab+
[(x+1)(x5
[(2x+ 1)(5—4
[(2x +1)(2x— 1)(3x+ ) (3x —T
[xyz(%y+ l)z(%y—i
[- (3a— b)(a +3
[(x? + 1)(x — 5)(x =

[—(a+1)a+2b=

[MCD = a+ 5; mcm = ¥a(a+ 5§ (a—]

[MCD = 2x + 1;mem = 6(2x+ 1) (2x —

[MCD = 1;mem = (b—6)(b—1)*(b+4) (a —
[MCD = x + 1I; mem = (x + 1)%(x + 3)(x — 3)(x —
[MCD =2 — x; mem = (x + 3)(1 — x)(2 —

[MCD = x — y; mcm = (x — y)(x — 2y)(x + 2



RISOLVERE PROBLEMI

Divisione fra polinomi

m Scrivi il polinomio P(x) che diviso per x* — x +2

@0

0

@0

103

da come quoziente x*—2x+2 e come resto
—6x + 4. Dimostra poi che P(x) & divisibile per
x4+ 4.

[P(x) = x'—3x+6x— 12x + 8]

Considera i po]inomi

2. 424 ke

T
Alx)=3x"—4x+ 16 % 1

B(x)=—x+(a—2)x—3+a.

Trova per quale valore di a, se divisi per (x + 2),
hanno lo stesso resto. Esegui poi le due divisioni
per verificare che i resti coincidano.

L’area di un triangolo ABC & 3a’ + 7a* + 3a + 2,
con a >> 0, eillato AB misura a + 2.
Trova l'altezza CH relativa ad AB.

[6a*+ 2a + 2]

Un rettangolo ha la base che misura 2a + 1 e'a-
rea che misura 2a*+ 5a*—4a—3, con a > 0.
Trova il perimetro di un triangolo in cui due lati
hanno le stesse misure dei lati del rettangolo e il
terzo lato é 8. [a*+ 4a + 6]

La figura, di area 2x*+4 13x+ 20, ¢ formata
da un quadrato di
lato x+4 e da un
triangolo.

Trova l'altezza CH
del triangolo.

[2x+2]

E D

L’area della zona colorata misura

~

30+ 8x*+ x+ 4.

Utilizza i dati della figura per determinare la
misura di CB. g

e A
\ Y L= | <A LA )

} 2\

D 3x2+ 1 C
2x 3
Aoy B

Allenamento n

Scomposizione di polinomi

e0

®0

e0

L Je]

La misura dell’area di un triangolo &

2a*+ %ab + %bz, cona,b >0,

e le misure della base e dell’altezza sono rappre-
sentate da due binomi a coefficienti interi. Trova:

a. labase e I'altezza del triangolo;
b. l'area di un quadrato che ha perimetro uguale

al doppio della somma di base e altezza del
triangolo.

| )a+ 3b, 4a + b; b) ——a + 4b* + 10ab

Le misure della base e dell’altezza di un rettango-
lo sono rappresentate da due polinomi a coeffi-
cienti interi. La misura dell’area del rettangolo
vale 3a’ + 14ab + 8b, cona, b > 0.
a. Quanto misurano base e altezza?

b. Quanto misura il perimetro del rettangolo?
[a) (3a + 2b), (a + 4b); b) 4(2a + 3b)]

Determina per quale valore di a € Z il polino-
mio x’+ax—2 pud essere scomposto in
(x + 1)*(x — 2). Motiva la risposta. [a=—3]

Trovaa Se x+ 2 e x — 3 sono fattori del polino-

mio p(x) = x’+ 5x*+ ax + b, trova a.

(USA Texas Ae-M University Math Contest - AB Exam, 2012)
[-12]

Andrea: «Io riesco a scomporre anche x* + 4y*!».
Cristina: «Non mi sembra possibile...».

Andrea: «Aggiungi e togli 4x?y?». Cosa pensi del
metodo di Andrea?

EUREKA! Trovaemoltiplica Qualéil prodotto
degli zeri del polinomio x* + 5x* — 4x — 20?

(Furman University — Ciphering Competition, 2008)

[20]

Senza scomporre E possibile che il MCD dei
polinomi

A(x)=x*—4x+4,
B(x) = x*— 16,
Clx)=x"—4x’—x*+2

sia x —2? Motiva la risposta senza scomporre i
polinomi in fattori. [no]

41

VERIFICA DELLE COMPETENZE



VERIFICA DELLE COMPETENZE |

EEEN Trovail piti piccolo valore m € Q per cui x
o0

EEE] Lasfida Aldoe Giovanniamano i giochi matematici e spesso si sfidano. Aldo sostiene che, presi due nume

Capitolo 1. Divisione fra polinomi e scomposizione in fattori

B AKX),B(x)eA(x)—B(x)

Dimostra che, se due polinomi A(x) e B(x), entrambi di grado maggiore o uguale a 1, danno lo stesso resto
se divisi per il binomio x — 1, allora il polinomio A(x)— B(x) & divisibile per x — 1.

» Utilizziamo la relazione fra dividendo, divisore, quoziente e resto.
Chiamiamo Q;(x) e Q:(x) i quozienti delle due divisioni. Sono vere le uguaglianze:

A(x)= Q(x)-(x= 1)+ R; B(x) = Qy(x)-(x— 1)+ R.

» Calcoliamo la differenza. ~
Dalle uguaglianze precedenti ricaviamo: A(x)— B(x)=Q,(x)-(x —1) #R = Qs (x)-(x—1)=R.

» Raccogliamo il fattore comune.
A(x)—B(x)=[Q(x)— Qz(x)]'(x* 1)

P> Concludiamo.
A(x)— B(x) si pud scomporre in due fattori di cui uno & x — 1, quindi il polinomio & divisibile per x — 1.

2m+1

— 9 & scomponibile nella differenza di quadrati. Dimostra d
per tale valore il binomio dato puo essere scritto nella forma (— x — 3)(3 — x). Esiste un m € IN tale che
binomio dato sia la differenza di quadrati? Motiva la risposta. :
‘m = —-; non esi§
REALTAEMODELLI Lafontana Un architetto ha progettato
una fontana un cui bozzetto preparatorio ¢ riportato a lato.
La struttura centrale ¢ costituita da cubi di marmo sovrappo-
sti: si passa dal livello inferiore a quello immediatamente
superiore togliendo un cubo da ciascuna delle quattro ali.
L’architetto utilizza la seguente formula per calcolare la
quantita di cubi di marmo necessaria:

0

numero totale di cubi = 2n* — n,

dove n indica il numero (naturale) dei livelli della struttura.
Se ha a disposizione 66 cubi, quanti livelli riesce a costruire?

@0

dispari p e g maggiori di 1, il prodotto di p diminuito di 1 con il quadrato di g diminuito di 1 & divisibile pe
8, e il quoziente & un numero pari. Giovanni prova con qualche numero ed effettivamente verifica che & ver
pero pensa che sia un caso fortuito.

Dimostra questa proprieta.

TUT% Allenati con 15 esercizi interattivi con feedback “hai sbagliato, perché...”

matematica

l:] su.zanichelli.it/tutor3 risorsa riservata a chi ha acquistate I'edizione con tutor
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. PROVA A

[l verooraso?

a. Ilrestodi (5x2—4x+3):(x+1)eé4.

b. 2x?+ 13x+ 6 ¢ divisibile per (x+ 6).

c. Il polinomio P(x) é divisibile per (x + c¢) se P(c) = 0.
d

E=E=E
FEEE

. x—x—-53—x —‘6 é divisibile sia per (x + 2), sia per (x — 3).
PIl Esegui le seguenti divisioni applicando, quando & possibile, la regola di Ruffini:

a. (10x3—2x2— 4x+2): (2x2— 1); ¢ (9a5—é-a):(3a+2).
b. (4x*—3x*+2x—1):(x—3);

EMl  Un rettangolo di area 3x* + 12x* + 8x? + 20x + 5 ha base 3x>+ 5. Determina I'altezza.

[ Scomponi in fattori. IEl Scomponi in fattori.
a. aSc+4a’c+4c a. 9a’y-y
b. a®—3a%b+3a’b?—a?b? b. #1318
c. 3ak®—24a =2k =5k+6
d. m*+5m*—4m—20 d. %'*'}"*'}’2

[J Calcola MCD e mem di 18x + 3x2% x* — 36x, x* + 4x? — 12x.

PROVA B

a festa Mario, titolare di una discoteca, con I'aiuto dei suoi collaboratori Luca, Fabio e Paola organizza una festa
i Capodanno con il metodo del «passaparola». Mario contatta n persone; ognuno di queste chiama » amici, i
uali a loro volta invitano n amici ciascuno. Anche Luca, Fabio e Paola contattano ciascuno » persone, ognuna
elle quali invita altri n amici. Mario offre poi due biglietti omaggio ai suoi collaboratori e a ciascuna delle persone
ontattate da lui direttamente, i quali li distribuiranno come meglio credono (ovviamente Mario, Luca, Fabio e
aola, in quanto organizzatori, non devono acquistare il biglietto).

. Scrivi 'espressione che rappresenta il numero dei biglietti d’'ingres-
so che vendera Mario.

. Oltre ai biglietti cosi venduti, all'ultimo momento acquistano il
biglietto altre 14 persone: scrivi I'espressione che rappresenta il
nuovo numero di biglietti venduti.

Come rimborso spese forfettario, un quarto del ricavo dei bigliet-
ti venduti verra diviso in parti uguali tra Mario, le n persone da
lui chiamate direttamente, Luca, Fabio e Paola. Calcola a quanto
ammonta il rimborso spese per ciascuna persona (i biglietti vengo-
no venduti a € 40 I'uno).

. Calcola il numero dei biglietti venduti nell'ipotesi n = 7 e la corri-
spondente quota rimborso individuale.
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